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Аннотация. В  статье рассмотрены математические особенности, кото-
рыми обладают компьютерные числовые множества применительно 
к операции понижения разрядности вычислений, для этого рассмотрены 
универсальные способы сжатия числовых типов данных с одной разряд-
ности на другую, при этом рассмотрены операции сложения и умножения 
на  предмет быстродействия, скорости операции. Описаны редуктивные 
формулы для операции снижения разрядности вычислений. Приведен ха-
рактеристический расчет для процессора AMD64 с помощью программы 
matlab.
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Введение

Врамках существующей моделей при реализации 
механизмов смены разрядности вычислений 
самым сложным этапом является этап смены 

разрядности вычислений с  точки зрения целостности 
числовых типов данных, по  основной причине — все 
типы данных в современных вычислительных системах 
всегда преобразуются в числовые операции. Это связа-
но с тем, что микропроцессор не знает, что такое класс, 
строка, функция, объект и т. д. Более того, т. к. при смене 
режима работы микропроцессора идет не  только из-
менение размера адресов, которыми оперируют опе-
рационная система и программы, но и размерам самих 
чисел.

По  этой причине смена режима работы вычисли-
тельной системы в  первую очередь влечет за  собой 
потерю данных из-за смены режима микропроцессора 
или разрядности вычислений, что в лучшем случае при-
водит к ошибкам в расчетах, а в худшем случае приво-
дит к критическим ошибкам вычислительной системы.

Цель статьи

Рассмотреть базовые способы преобразования ос-
новных числовых типов данных в компьютере с точки 
зрения уменьшения размеров использования.

Методология

При выполнении смены разрядности вычислений, 
основной вопрос заключается в несовпадении доступ-
ных диапазонов и  возможностей микропроцессора 
при работе с числовыми данными [1]. В свою очередь 
точность вычислительной системы ограничена 2-мя 
значениями:

1. 1. Максимальным размером ячейки памяти.
2. 2. Технические особенности представления типа 

данных.

С  точки зрения операции снижения разрядности 
вычислений, все типы данных вписываются в  имею-
щиеся ячейки памяти. Поэтому при смене разрядности 
вычислений происходит сужение размеров доступной 
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ячейки памяти [2], что неизбежно приводит к тому, что 
числовые типы данных, позволяющие работать с боль-
шими числами — начинают страдать от снижения точ-
ности.

Для преобразования типов данных существуют не-
сколько методов. Из  них наиболее очевидны следую-
щие:

1. 1. Простое аппаратное отсечение разрядов 
от числа. Самый простой способ для преобразо-
вания данных, и потому самый плохой, поскольку 
не гарантирует целостность данных вообще.

2. Использование программных средств преоб-
разований числовых множеств.

3. Комбинированный подход. Способ объединя-
ет оба описанных выше. Является сравнительно 
медленным по сравнению с программным мето-
дом.

Простое аппаратное отсечение разрядов 
от числа. Стандартный способ, который заключается 
в простом логическом отключении поврежденных три-
ггеров без учета резервных копий и внутренней струк-
туры типов данных, последствия которых могут быть 
фатальными как для программы, так и для операцион-
ной системы в целом.

Использование программных средств преобра-
зований числовых множеств. Этот способ основан 
на  том, что мы преобразуем, типы данных, которые 
недоступны для младшей разрядности вычислений 
(не  хватает размера или самих регистров). Важно от-
метить, что преобразование типов данных без физи-
ческой изоляции триггеров на  практике невозможно, 
из-за наличия риска повторного использования повре-
жденного триггера. В чистом виде — не рекомендуется.

Комбинированный подход. Данный подход объе-
диняет способ «Простое аппаратное отсечение раз-
рядов от числа» и способ «Использование программ-
ных средств преобразований числовых множеств». 
Оба способа описаны в предыдущих абзацах, и их объе-
динение выполнено с целью избавиться от недостатков 
каждого из  способов. При этом алгоритм использова-
ния этого способа состоит из следующих этапов:

1. 1. Выполнить преобразования всех больших типов 
данных в меньшие типы данных без потерь дан-
ных.

2. 2. После того как было выполнено преобразование 
типов данных, выявить несжимаемые вычисле-
ния. Для них выполняются следующая последо-
вательность действий:
a.  Числа с фиксированной точкой и целые числа 

необходимо конвертировать в числа с плаваю-
щей точкой.

b.  Числа с  плавающей точкой необходимо кон-
вертировать в доступные для выбранного ре-
жима микропроцессора типы данных. В исклю-
чительных случаях можно вместо регистров 
использовать специальные библиотеки для 
эмуляции поведения.

3. 3. После выполнения пункта 2 выполняем оконча-
тельное преобразование числовых типов дан-
ных.

4. 4. По первому способу приводим размерность ре-
гистров с одной режима работы микропроцессо-
ра на другой.

Самый главный недостаток заключается в  том, 
что механизм преобразования достаточно трудоем-
кий с точки зрения производительности, что приводит 
к падению как программ, так и в самом худшем случае 
приводит к фатальной ошибки в операционной систе-
ме, что приводит либо к перезагрузки всей системы или 
её компонентов.

В  рамках настоящей статьи будет разобран комби-
нированный способ переключения и его погрешности. 
Целью статьи является анализ применения комби-
нированного подхода к основным числовым типам 
в компьютере и базовая оценка погрешности.

Результаты

В частности, для данных чисел сначала рассмотрим 
символьные особенности формул, с помощью которых 
можно получить итоговые числовые данные. При этом 
несмотря на  то, что числовые типы данных в  компью-
тере имеют различные как математические аналоги [3], 
так и особенности их построения, можно отметить, что 
в рамках символьных деталей.

При этом для анализа будет рассмотрен базовый 
случай, когда новой разрядности (в меньшую сторону), 
когда разрядов достаточно.

Взамен падения точности идет увеличение скорости 
операций чтения/записи в триггеры регистра, поэтому 
скорость работы с числовыми операциями увеличива-
ется. Для начала определим её увеличение в символь-
ном виде применительно к операциям [4]:

1. 1. Анализ операции умножения.
2. 2. Анализ операции сложения

Для выполнения анализа операций можно исполь-
зовать следующие формат запись:

1. 1. М1_1=М’1_1*2^k1_1+a1_1;
2. 2. M2_1= М’2_1*2^k2_1+a2_1;

Где:
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1. 1. M1_1 и M2_1 — исходные числа.
2. 2. M’1_1 и M’2_1 — числа, преобразованные в дру-

гую разрядность вычислений (в первую очередь 
на  пониженную разрядность). Компактный фор-
мат числа, который характеризуется тем, что

3. 3. k1_1 (k2_1) — показатели конверсии (т. е. на  что 
надо умножить, чтобы получить исходное число)

4. 4. a1_1 и  a2_1 — остатки чисел (сгорающая часть 
при понижении разрядности). Т.е. эти разряды 
будут обнулены в простейшем случае, при сохра-
нении точности вычислений.

Поскольку для каждой модели и  режима микро-
процессора размерности ячеек памяти и  регистров 
определены документацией, то, следовательно, можно 
говорить о том, что величины a1_1 и a2_1 являются ис-
числяемыми.

А  раз числа a1_1 и  a2_1 являются исчисляемыми, 
то  значит что в  рамках архитектуры микропроцессо-
ров, которая характеризует модельный ряд, можно 
определить a1_1 и  a2_1 для каждого режима микро-
процессора, т. е. сделать её малой в  рамках дозволен-
ного архитектурой.

По  этой причине можно отметить, что операция 
понижения разрядности вычислений представляет 
собой с точки зрения числовых типов данных переход 
от  точных вычислений к  приближенным вычислениям 
[5].

Тогда операции сложения и умножения согласно 
законам приближенных вычислений, приобретает 
значение, равное сумме разрядов a1_1 и a2_1.

Тем не  менее, так как число разрядов, с  помо-
щью которого представляются числовые множества 
в компьютере в упрощенном анализе у нас уменьше-
но, то, следовательно, можно оценить приращение 
скорости с  точки зрения выполнения операции, так 
как микропроцессору нужно задействовать меньшую 
часть АЛУ.

Разумеется, при оценке приращения скорости, вы-
званной потерей точности, необходимости проводить 
оценку отдельно для целых чисел, и чисел с плавающей 
точкой, так как каждая часть числа с  плавающей точ-
кой — мантисса, порядок, и для последнего стандарта 
на  момент публикации IEEE-754–2019[6] записывается 
как целое число, а  поэтому можно оценивать только 
целые числа.

Поэтому выполнить анализ на оптимизацию можно 
при помощи одного набора формул для выбранных ти-
пов чисел.

Анализ операции умножения. Операция умноже-
ние имеет несколько алгоритмов, начиная от  самого 
простого варианта — n^m = n^m (прямое произведе-
ние чисел) и  заканчивая некоторыми продвинутыми 
алгоритмами, которые сокращают число операций 
внутри микропроцессора в несколько раз. Оценку опе-
рации умножения авторы выполнят на  основе самого 
простого алгоритма. Причем для анализа достаточно 
оценить следующую дробь:

(М’1_1* М’2_1)/((М’1_1*2^k1_1+a1_1)*(М’2_1*2^k2_
1+a2_1)).

Если устремить M’1_1 и M’2_1 к бесконечности, тог-
да результат анализа может быть выполнен в виде дро-
би:

1/(2^k1_1* 2^k2_1+O(2^k1_1* 2^k2_1)), т. е. дроби 
с k1_1 и k2_1 с некоторой надбавкой по скорости, кото-
рая устремлена к 0. Следовательно, для оценки доста-
точно дроби 1/(2^k1_1* 2^k2_1).

Для чисел с плавающей точкой, особенности ариф-
метики которых, были рассмотрены авторами в  рабо-
тах [7][8], можно рассмотреть в  упрощенном виде как 
сумму дробей из  мантиссы, порядка и  возможно, экс-
поненты, если используется десятичное число из стан-
дарта.

Поэтому, скорость при сдвинутых числах получает-
ся быстрее при умножении на  помноженное количе-
ство откинутых разрядов у  сомножителей как для ти-
пов float, так и для типов Int на 1/(2^k1_1* 2^k2_1).

Анализ операции сложения. Для выполнения ана-
лиза будет использовано тоже представление чисел, 
которое было использовано для операции умножения. 
Для выполнения оценки операции умножения доста-
точно оценить дробь:

(М’1_1+ М’2_1)/((М’1_1*2^k1_1+a1_1)+(М’2_1*2^k2_
1+a2_1)).

Поделим дроби на числитель, получим:

1/((М’1_1*2^k1_1+М’2_1*2^k2_1)/ (М’1_1+ 
М’2_1)+(a1_1+a2_1)/(М’1_1+ М’2_1)).

Последнее выражение — величина младшего по-
рядка, следовательно, можно пренебречь:

1/(М’1_1*2^k1_1+М’2_1*2^k2_1)/ (М’1_1+ М’2_1).

Для получения оценки теперь нужен анализ знаме-
нателя:
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(М’1_1*2^k1_1+М’2_1*2^k2_1)/ (М’1_1+ М’2_1)= 
2^k1_1/(1+ М’2_1/ М’1_1)+ 2^k2_1/(М’1_1/ М’2_1).

Очевидно, что числители каждой из  дробей боль-
шего порядка, а, следовательно, для оценки можно ис-
пользовать следующую дробь:

1/(2^k1_1+ 2^k2_1).

Поэтому скорость при сдвинутых числах увеличи-
вается при сложении на  значение, равное (2^k1_1+ 
2^k2_1), где k1_1 и k2_1 — порядок оставшихся разря-
дов, как для float, так и для Int.

Т.е. в целом скорость возрастает на значение 
потери разрядов.

Теперь необходимо рассмотреть оптимизацию 
с точки зрения выполнения нескольких операций. Для 
этих целей воспользуемся редуктивными формулами.

Для описываемых формул введем следующие об-
щие обозначения:

1. 1. S — итоговое число.
2. 2. N — исходное число.
3. 3. i — индекс разряда числа.
4. 4. k — число разрядов итогового числа.
5. 5. ArI — исходная разрядность вычислений.
6. 6. ArR — итоговая разрядность вычислений.
7. 7. L — длина исходного числа или части числа.

Для целых чисел запишем общую символьную 
формулу, состоящую из  суммы разрядов (см. форму- 
ла 1).

Формула 1. Общая формула целых чисел

Для того, чтобы получить число на  другом ре-
жиме микропроцессора или разрядности, обяза-
тельно учесть, что смена разрядности вычислений 
уменьшает число доступных разрядов в  регистрах, 
и, следовательно, для записи чисел после смены раз-
рядности вычислений необходимо использовать форму- 
лу 2.

Формула 2. Редуктивные формулы работы с целыми 
числами.

Как уже было описано выше, для смены разрядно-
сти вычислений с  точки зрения анализа разрядности 
числа в  упрощенном виде изображены на  скриншоте 
формулы 3.

Формула 3. Редуктивные формулы для чисел с пла-
вающей точкой

Основываясь на приведенных формулах, авторы пе-
рейдут к примерному математическому расчету, на ко-
тором рассмотрят математический расчет, основан-
ный на  сравнении данных моделей микропроцессора 
AMD64[9]. Расчет не  является точным, но  он дает пер-
вичное представление о  возможных положительных 
эффектах для оптимизационных числовых алгоритмов 
операции понижения разрядности вычислений.

Для оценки выполним сравнение по нескольким по-
казателям:

1. Время выполнения одной операции. Его можно 
получить из известной скорости выполнения не-
скольких операций в секунду.

2. 2. Оценочное значение операции чтения/запи-
си данных в одну ячейку памяти регистра. 
Получается, через деление первого показателя 
на размер регистра.

Время выполнения одной операции рассчитыва-
ется таким образом:

NTT None /= , где:
1. 1. T(one) — это время выполнения одной операции.
2. 2. T(N) — время операций, которое документирова-

но.
3. 3. N — Число операций за  документированную 

единицу времени.

Оценочное значение операции чтения/записи 
данных в одну ячейку памяти регистра рассчитыва-
ется таким образом:

, где:
1. 1. V(ed) — время операции записи/чтения в ячейку 

памяти.
2. 2. V(itog) — итоговое время операции записи/чте-

ния в регистр.
3. 3. N(reg) число ячеек памяти в регистре.
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Теперь определим, как именно повысится скорость 
и точность вычислений. Под удовлетворительной точ-
ностью вычислений, будем понимать ситуацию, когда 
результаты компьютерной операции соответствуют 
требуемым результатам полностью или в пределах до-
пустимой погрешности.

Для анализа воспользуемся данными статьи 
из источника [10], в которой были рассмотрены первые 
поколения процессоров AMD64. При выполнении рас-
чета будет использоваться только тактовая частота про-
цесса, так как модель Athlon 64 является одноядерной.

Для расчета был выбран Athlon 64, так как являет-
ся самым первых из  всех современных микропроцес-
соров с набором команд AMD64. Расчет был выполнен 
на  примере анализа программы по  вычислениям, со-
стоящей из следующих блоков:

1. 1. 300 команд 64 бита.
2. 2. 300 команд 32бита.
3. 3. 300 команд 16 бит.

Рассмотрим теперь 2 пониженных в  разрядности 
аналога программ:

1. 1. 600 команд 32бита.
2. 2. 300 команд 16 бит.

Формула оценки времени выполнения программы 
по отношению к тактам:

,

где:
1. 1. T(itog) — итоговое время выполнения тактов 

по  программе, или итоговое выполнение про-
граммы.

2. 2. Takt_32, Takt_16, Takt_64 — тактовое время опе-
раций с числами 32, 16 и 64 бит соответственно.

Для автоматизации выполнения оценки использо-
валась следующая программа на языке matlab:

%Тактовая частота:

Takt_CPU=2.2*10^9;%Взятая тактовая частота про-
цессора:

T_one_Tact=1/Takt_CPU;
T_tact_reg_64=T_one_Tact*64;
T_tact_reg_32=T_one_Tact*32;
T_tact_reg_16=T_one_Tact*16;

%Определяем время реальной операции на  стар-
шей и младшей разрядности:

Program_64=300*T_tact_reg_64+T_tact_
reg_32*300+T_tact_reg_16*300;

%Пониженная до 32 бит версия выглядит таким об-
разом:

Program_32=T_tact_reg_32*600+T_tact_reg_16*300;

%Для 16 битного понижения итоговая программа 
будет выглядеть таким образом:

Program_16=T_tact_reg_16*900;

%Теперь определим эффект от  понижения разряд-
ности:

Diff_32=Program_64/Program_32;
Diff_16=Program_64/Program_16;

Таблица 1. Таблица характеристик процессоров
Показатель Athlon 64 Pentium 4 Prescott Athlon K7 Intel Pentium 4 Northwood

Частота, ГГц 2,2 2 2,2 1,6–3,4

Разрядность 64 64 32 32

Число транзисторов, 
млн

105,9 125 37,5 55

Рис 1. Результат вычисления по формуле результата оптимизации.
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В  Переменной Takt_CPU использовалось тактовая 
частота процессора Athlon 64. В результате вычислений 
получились результаты, изображенные на Рис 1.

В данном случае небольшой положительный эффект 
отличается следующими особенностями:

1. 1. Равное разделение вычислений между типами 
данных. Однако в программах вычисления пред-
ставлены в  первую очередь максимальной раз-
рядностью вычислений.

2. 2. В программе считается, что размеры операндов 
команд не превышают размеры регистров.

3. 3. Число тактов для всех операций одинаково, что 
не  совсем корректно для современных про-
грамм.

4. 4. Для операций с числами полагается одинаковое 
число тактов на  каждой разрядности вычисле-
ний. Учитывая особенности работы процессора 
в эмуляции старых моделей — это не совсем кор-
ректно.

5. 5. Не  учтены коэффициенты операций, т. е. пред-
полагается, что каждая операция выполняется 
за один временной такт не зависимо от разряд-
ности.

Обсуждение

Описанные особенности позволяют совершенно 
точно и  правильно доработать модели снижения раз-
рядности вычислений при проектировании информа-
ционной системы. В  частности, авторами были пред-
ложены несколько моделей технического решения 
[11] [12]. Более того, при помощи указанной арифме-
тики можно добиться вспомогательного эффекта при 
внедрении в  интеллектуальные системы [13], которые 
предполагается разместить на  борту космических ап-
паратов. Первоочередное отличие заключается в  том, 
что в  предыдущих работах рассматривался вопрос 
об  аппаратном понижении разрядности вычислений, 

но  наиболее серьезные последствия заключаются 
в  том, что при повреждении кристалла идет сокраще-
ние программных возможностей микропроцессоров. 
При этом даже если микропроцессор сможет выпол-
нять свои функции, но, тем не менее, результатом будет 
в первую очередь программные повреждения, что при-
водит к  серьезнейшим ошибкам, в  некоторых случаях 
падение системы задолго до  реального уничтожения 
кристалла.

Более того, при использовании специальных эмули-
рующих библиотек для реализации функций можно до-
биться возникновения ещё одного вида погрешности. 
Например, во времена разработки 16 битных программ 
[14], в частности во времена i8086 и до i487, когда про-
цессор и сопроцессор были спаяны в одно устройство, 
были доступны библиотеки, которые эмулируют пове-
дение сопроцессора i8087, и позволяющие таким обра-
зом обходится без сопроцессора вообще. В таком слу-
чае необходимо учитывать ещё и  возможные ошибки 
работы используемой библиотеки.

Заключение

В  рамках данной статьи были описаны матема-
тические особенности компьютерной математики, 
которые напрямую влияют на  операцию понижения 
разрядности вычислений. Были рассмотрены виды 
сжатия числовых данных, которые можно применить 
для микропроцессора. Был предложен способ сжатия 
данных через метод преобразования целочисленных 
вычислений в вычисления с числами плавающей точ-
кой.

При этом была проведена оценка потери разрядов 
при смене разрядности вычислений. Были рассмотре-
ны типы погрешностей, которыми характеризуются 
числовые множества, попадающие в  операции смены 
разрядности вычислений.
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