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Аннотация. Рассматриваются гиперболические уравнения в  частных 
производных со  специальными свойствами, которым удовлетворяют, 
например, интегрируемые по  Дарбу уравнения (то  есть уравнения с  не-
тривиальными ядрами полных производных в  силу уравнения). Обсуж-
дается проблема эквивалентности для таких уравнений, то  есть вопрос 
о том, связано ли одно из уравнений с другим с помощью точечных замен 
переменных. С  каждым из  уравнений указанного класса можно связать 
некоторое целое число r ≥ 0, сохраняющееся при точечных заменах пе-
ременных, и  сформулировать в  терминах этой величины достаточное 
условие неэквивалентности уравнений. Показано, что с помощью систем 
аналитических вычислений нетрудно получить оценку снизу для r, а в не-
которых случаях и найти точное значение r в полностью автоматическом 
режиме. На примере интегрируемого по Дарбу уравнения Мутара проде-
монстрирована эффективность и  полезность этого подхода, и  показано, 
что оно не эквивалентно ни одному из уравнений в одном из списков ин-
тегрируемых по Дарбу уравнений.

Ключевые слова: нелинейные гиперболические уравнения в частных про-
изводных, интегрируемость по  Дарбу, проблема эквивалентности, ком-
пьютерная алгебра.

Введение

Одним из классов математических моделей явля-
ются дифференциальные уравнения в  частных 
производных вида

 (1)

Простейшим классическим примером уравне-
ния этого класса является волновое уравнение 

, которое заменой переменных 
,  приводится к виду (1) c F = 0.

Как известно, u = a(x) + b(y) является решением 
волнового уравнения  для любых функций a 
и b. Наличие явной формулы для решения, зависящей 
от  двух произвольных функций (и, вообще говоря, их 

производных), на  самом деле является довольно ред-
ким свойством среди уравнений (1). Другим, хорошо 
известным специалистам, примером такого сорта явля-
ется уравнение Луивилля : для любых функций 
a и b формула

задает решение этого уравнения.

Таким образом, некоторые из  уравнений (1) обла-
дают особыми свойствами. Одной из  математических 
задач является поиск или даже полное перечисление 
(классификация) уравнений (1), отличающихся от  про-
чих теми или иными замечательными свойствам (ука-
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занное в предыдущем абзаце дает нам пример одного 
из  таких свойств). При этом, при обнаружении пред-
положительно нового уравнения всегда возникает во-
прос не сводится ли оно к какому-то из уже известных 
точеными заменами переменных

 (2)

и перестановкой местами x и y. Ответ на этот вопрос 
не  всегда очевиден даже при сравнении двух урав-
нений. При этом новые уравнения нужно сравнивать 
не с одним уравнением, а порой с достаточно длинным 
списком уже известных уравнений. Нельзя исключать, 
что похожие проблемы могут возникать и в каких-то бо-
лее прикладных ситуациях — например, при проверке 
не содержится ли то или иное важное с практической 
точки зрения уравнение в справочнике наподобие [1]. 
Вопрос о  сводимости уравнения с  помощью преобра-
зований (2) к какому-то наперед заданному уравнению 
(или списку уравнений) в дальнейшем мы будем назы-
вать проблемой эквивалентности.

В настоящей статье мы будем рассматривать вышео-
писанную проблему для тех из уравнений (1), для кото-
рых найдется функция g, зависящая от x, y, u и произво-
дных u по y, и удовлетворяющая соотношению

  (3)

для любого решения соответствующего уравнения. 
Не  любое уравнение (1) обладает таким свойством, 
но среди некоторых интересных с математической точ-
ки зрения классов уравнений оно достаточно распро-
странено или даже должно выполняться в  обязатель-
ном порядке.

Нетрудно проверить, что свойство (3) и  порядок g 
(по есть порядок старшей из присутствующих в g про-
изводных 1) сохраняются при заменах переменных (2). 
Порядок функции g для некоторых уравнений опреде-
ляется из соотношения (3) неоднозначно. Но если взять 
минимальный из  порядков g, то  эта величина будет 
определена корректно и  будет инвариантной относи-
тельно замен (2). В настоящей статье мы покажем, что 
указанную величину сравнительно нетрудно опреде-
лить с  привлечением систем аналитических вычисле-
ний (на  примере системы аналитических вычислений 
Reduce) и на одном примере покажем, что эта величина 
как минимум иногда помогает быстро решить пробле-
му эквивалентности.

Полные производные в силу уравнения и их ядра

1 Если g не зависит от производных u, то ее порядок считается равным нулю.

При работе с  соотношениями, выполняющимися 
для любого решения уравнения (наподобие соотноше-
ния (3)), мы можем исключить с  помощью уравнения 
(1) и  его дифференциальных следствий все смешан-
ные производные u. Поэтому в  таких ситуациях мы 
можем считать, что все выражения и  функции зависят 
только от x, y и  конечного числа переменных ,  

, . Если в  обычных форму-
лах для полных производных исключить все смешанные 
производные как указано выше, то мы получим полные 
производные Dx и Dy в силу уравнения (1). Для любой 
зависящей от  вышеуказанных переменных функции g 
эти полные производные задаются формулами

Что касается компьютерных вычислений, 
то на взгляд автора, Dx и Dy особенно легко задать в си-
стеме аналитических вычислений Reduce. Действитель-
но, если в ней обозначить ui через u(i) для i ≥ 0, а через 
v(j) обозначить ūj для j > 0, и затем записать F в этих 
обозначениях, то Dx и Dy будут задаваться следующим 
кодом:

operator u; u(i);
operator v; v(i);
rhs:= F;
for all i such that i>-1 let df(u(i), x)=u(i+1);
let df(u(0), y)=v(1);
for all i such that i>0 let df(v(i), y)=v(i+1);
let df(v(1), x)=rhs;
let df(u(1), y)=rhs;
for all i such that i>1 let df(v(i), x)=df(rhs, y, i-1);
for all i such that i>1 let df(u(i), y)=df(rhs, x, i-1);

После этого Reduce будет вычислять df(expr, x) 
и  df(expr, y) по  вышеприведенным формулам для Dx 
и Dy соответственно. С учетом введенных обозначений, 
равенство (3) с функцией g, имеющей порядок r, можно 
записать как

 (4)

Для некоторых уравнений вида (1) ядра Dx и  Dy 
состоят не  только из  функций от  y и  x соответствен-
но. Простейший пример — это уравнение ,  
для которого  и  . Чуть более 
сложный пример такого сорта дает нам упоминавше-
еся выше уравнение Лиувилля , у  которого 

и .

Определение. Функция , ,  
называется x-интегралом порядка k для уравне-
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ния (1), если . Аналогично, функция 
,  называется y-интегра-

лом порядка m для уравнения (1), если 
. Если уравнение обладает как x-интегралами, так 
и  y-интегралами, то  оно называется интегрируемым 
по Дарбу.

Если для уравнения (1) удается найти функцию g по-
рядка r, удовлетворяющую (4), то она может оказаться 
суммой y-интеграла и какой-то другой функции , так-
же удовлетворяющей (4) и имеющей порядок меньше r. 
Поэтому для нахождения решения (4) с  минимальным 
r важно убедиться, что (1) не  допускает y-интегралов 
порядка ниже r+1 (тогда ситуация, описанная в преды-
дущем предложении, будет невозможна — см. утверж-
дение 1 ниже).

Убедиться в  отсутствии y-интегралов ниже опре-
деленного порядка можно с  помощью y-инвариантов 
Лапласа Hi уравнения (1). Они задаются рекуррентной 
формулой

 (5)

и первыми членами

В работе [2] было доказано, что уравнение (1) допу-
скает y-интеграл порядка m только тогда, когда Hi явля-
ется тождественным нулем для некоторого неотрица-
тельного i < m. Формулы для x-инвариантов Лапласа Ki 
отличаются от вышеприведенных только тем, что надо 
в  (5) заменить H на K и в качестве первых членов по-
следовательности Ki взять  и  . Для 
x-инвариантов Лапласа, верно аналогичное утверж-
дение: уравнение (1) допускает x-интеграл порядка m 
только тогда, когда Ki является тождественным нулем 
для некоторого неотрицательного . Инварианты 
Лапласа легко задать в Reduce, если дополнить приве-
денный выше код следующим:

a0:=df(rhs, u(1));
b0:=df(rhs, v(1));
c0:=df(rhs, u(0));
h0:=c0+a0*b0-df(a0, x);
k0:=c0+a0*b0-df(b0, y);
operator h; h(i);
operator k; k(i);
let h(–1)=k0;
let h(0)=h0;
let k(–1)=h0;
let k(0)=k0;

for all i  such that i>0 let h(i)=2*h(i-1)-df(log(h(i-1)), x, 
y)-h(i-2);

for all i such that i>0 let k(i)=2*k(i-1)-df(log(k(i-1)), x, y)-
k(i-2);

С учетом вышеизложенного нетрудно доказать сле-
дующее утверждение, выполнение части условий кото-
рого легко проверить средствами Reduce.

Утверждение 1. Пусть для уравнения (1) найдется 
функция g, удовлетворяющая соотношению (4) и y-ин-
варианты Лапласа Hi этого уравнения отличны от нуля 
для всех неотрицательных i < r. Тогда любая другая 
функция , такая что , имеет порядок 
не ниже r.

Доказательство. Предположим противное — пусть 
 имеет порядок ниже r. Тогда получаем, что

то  есть  является y-интегралом порядка r. 
Но  это противоречит предположение о  неравенстве 
нулю Hi для всех неотрицательных i < r. Что и требо-
валось доказать.

В  работе [3] также было доказано следующее 
утверждение.

Утверждение 2. Пусть для уравнения (1) найдется 
функция g, удовлетворяющая соотношению (4). Тог-
да hi = 0 для некоторого неотрицательного i ≤ r, где 

.

Предположим дополнительно, что H0 ≠ 0, и обозна-
чим через n минимальное отличное от нуля число, для 
которого hn = 0. Если n > 1, то

 (6)

Из  этого утверждения видно, что с  помощью инва-
риантов Лапласа мы можем убедиться не  только в  от-
сутствии у  уравнения интегралов, но  и  оценить снизу 
величину r в (4) и даже в каких-то ситуациях найти g ми-
нимального порядка в  автоматическом режиме (фор-
мула (6) дает нам g порядка n, в то время как из   
для i от 0 до   следует, что у уравнения нет y-инте-
гралов порядка ниже ).

Условие неэквивалентности и пример его примене-
ния

Прямым вычислением нетрудно проверить, что 
если для (1) выполнено (4), то для любого другого урав-
нения, которое можно получить из (1) преобразовани-
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ем (2), соотношение (4) также будет выполнено с тем же 
самым r (но, вообще говоря, с другой функцией g). По-
этому очевидно, что верно следующее достаточное ус-
ловие неэквивалентности уравнений.

Утверждение 3. Пусть для (1) выполнено (4) с мини-
мальным возможным для этого уравнения r, а для урав-
нения

выполнено c функцией γ, имеющий по-
рядок меньше r. Тогда эти уравнения не могут быть свя-
заны между собой преобразованием вида (2).

В качестве иллюстрации рассмотрим уравнение

 (7)

С помощью Reduce мгновенно получаем, что H0 H1 
≠ 0 и H2 = 0. Из этого следует, что у уравнения (7) нет 
интегралов порядка ниже 3, а формула (6) дает нам, что 
для него выполнено (4) c (то есть по-
рядок g является минимальным).

Это уравнение упоминалось, например, в  [4] как 
одно из  уравнений Мутара в  контексте, позволяю-
щем предположить, что это уравнение интегрируемо 
по  Дарбу (возможно факт интегрируемости по  Дарбу 

уравнения (7) упоминался в каких-то из старых публи-
каций, но из-за их плохой доступности это трудно про-
верить). В  работе [5] были фактически предъявлены 
x- и y-интегралы уравнения (7). Они задаются форму-
лами

 (8)

и являются x- и y-интегралами минимальных поряд-
ков для (7).

То есть (7) является интегрируемым по Дарбу, но не-
ясно не  сводится  ли оно точеными преобразования-
ми (2) к  какому-то другому уравнению — например, 
к  какому-нибудь уравнению из  списка интегрируемых 
по Дарбу уравнений в работе [6]. Сравнивая (7) c урав-
нениями из указанного списка, мы видим, что интегри-
руемые по  Дарбу уравнения в  [6] имеют либо другие 
минимальные порядки интегралов (эти порядки сохра-
няются при заменах (2)), либо для них выполняется (4) c 

. Последнее легко проверяется с учетом того, что 
для всех уравнений в  [6] указаны интегралы (не  всег-
да минимального порядка) и  из  наличия у  уравнения 
(1) y-интеграла  порядка m следует выполнение (4) с 

 (см., например, [7]).

Таким образом, уравнение (7) отсутствует в [6].
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