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Аннотация. В  статье проводится моделирование процесса глубокого вне-
дрения недеформируемого индентора в деформируемую преграду с обра-
зованием пластических деформаций. Целью работы является независимое 
исследование процесса пластического деформирования осесимметричной 
преграды недеформируемым шаровым индентором. В  процессе числен-
ного математического моделирования поставлены и  решены следующие 
задачи: 1) сравнение значений упруго-пластических перемещений точек 
деформируемой преграды в процессе внедрения; 2) сравнение упруго-пла-
стических напряжений, выработанных в  процессе глубокого внедрения. 
В работе использована осесимметричная задача метода конечных элемен-
тов, которая, как известно базируется на общеизвестных предположениях 
классической теории упругости. Результаты сравнения выработанных функ-
ций упруго-пластических перемещений и напряжений с соответствующими 
аналогами, полученными вследствие применения стандартной программы 
«Индентор», могут квалифицироваться как вполне удовлетворительные.
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Введение

Численному решению задач статического и  дина-
мического моделирования процесса внедрения 
индентора в деформируемую преграду посвяще-

но в  современной литературе большое количество ис-
следований [4–6]. Как известно [4], в  такой постановке 
задача выступает как осесимметричная. Возникающие 
при этом упруго-пластические деформации относятся 
к категории больших деформаций. Наиболее эффектив-
ной численной стратегией решения данного класса за-
дач является метод маркёров, или метод частиц в ячей-
ках [4], который объединяет в себе все положительные 
стороны представлений Лагранжа и  Эйлера, упреждая 
при этом проявление какой-либо из  их отрицательных 
сторон [4]. Между тем известно, что в случае оптималь-
ной дискретизации области, при которой исключается 

возможность перехлёста ячеек, представление Лагран-
жа обеспечивает наилучшее приближение [4, 6].

Применение осесимметричной задачи метода конеч-
ных элементов (МКЭ) в перемещениях к численному ре-
шению задачи Буссинеска о  действии сосредоточенной 
силы на упругое полупространство [1] обеспечивает пре-
восходное моделирование задачи при известном анали-
тическом решении. Однако эти результаты ещё не служат 
основанием для приложения классического МКЭ к реше-
нию данного класса задачам в зоне пластичности. В то же 
время ясно, что в классической постановке МКЭ осесим-
метричная задача формулируется исключительно в  ла-
гранжевом представлении. Однако современные сред-
ства информатики и вычислительной техники позволяют 
осуществлять оптимальные разбиения деформируемой 
области для дискретных моделей сплошных сред прак-
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тически любой размерности. Это обстоятельство делает 
в настоящее время МКЭ конкурентоспособным по отно-
шению к методу маркёров, использование которого в ре-
шении задач больших деформаций сопряжено с необхо-
димостью преодоления более серьёзных трудностей.

В  предлагаемой работе представлены результаты 
статического моделирования посредством традицион-
ного МКЭ задачи внедрения абсолютно твёрдого инден-
тора в деформируемое препятствие.

Формулирование  
осесимметричной задачи

Исследование распределения напряжений в  телах 
вращения при осесимметричном нагружении представ-
ляет большой практический интерес. Поскольку эти за-

дачи также двумерные, то с математической точки зре-
ния они аналогичны задачам о  плоском напряжённом 
и  плоском деформированном состояниях. Вследствие 
симметрии деформированное и  напряжённое состоя-
ния в любом сечении по оси симметрии тела полностью 
определяются двумя компонентами перемещений [1].

Перемещения каждого узла конечного элемента lmn, 
например l, имеют две компоненты (рис. 1):
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откуда следует, что вектор узловых перемещений 
элемента определяется следующим шестимерным век-
тор-столбцом:

Рис. 1. Расчетная схема осесимметричной задачи

а) б)

Рис. 3. Деформированные конфигурации препятствия, полученные расчетным кодом (а) и стандартной 
программой “Индентор” (б)
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Для рассматриваемой плоской задачи МКЭ переме-
щения u и v принимаются линейными относительно jx  
[2]:

i i ij ju x , i, j 1, 2,= + β =α   (3)

где коэффициенты iα  и  ijβ  постоянны в  пределах 
каждого элемента.

Численная  
реализация задачи

В качестве примера численного моделирования осе-
симметричной задачи МКЭ приводится решение задачи 
определения больших упруго-пластических деформа-
ций вследствие приложения сосредоточенной силы 
на  упруго-пластичное полупространство, представляю-
щее собой однородную и изотропную сплошную среду. 
Материалом среды принята незакаленная Ст-45 (E = 200 
ГПа, [σy = 363 МПа] и v = 0.3).

Габаритные размеры осесимметричной деформиру-
емой преграды: D = 0.1 м и  H = 0.06 м. Величина силы, 
приложенной со  стороны шарового недеформируемо-
го индентора диаметра в = 0.03 м, — F = 160 MH; число 
этапов численного воспроизведения больших упруго- 
пластических деформаций — NES = 500

Расчетные результаты проведенного тестирования 
хорошо согласуются с  итогами численного решения 
той  же задачи, полученными с  помощью стандартной 
программы “Индентор” (рис. 3, а и б), основанной также 
на  неизменном формализме осесимметричной задачи 
методе конечных элементов.

Заключение

Представлены результаты численного моделирова-
ния больших упруго-пластических деформаций на  ос-
нове численного решения осесимметричной задачи 
МКЭ. Сравнительный анализ расчётных характеристик 
(перемещений, напряжений и деформаций), выработан-
ных на основе составленной программы и прикладного 
пакета “Индентор” соответственно убеждает в  хорошей 
аппроксимации задачи при использовании относитель-
но небольшого количества конечных элементов и узлов 
аппроксимации.
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