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Аннотация. Имитационная модель распределения ассимилятов фотосин-
теза растений с помощью ростовых функций нетривиальным преобразо-
ванием переменных приводится к эквивалентной довольно простой ма-
тематической модели, более соответствующей задачам идентификации, 
исследований и  описания механизма адаптации растительного покрова 
к внешним условиям.
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Введение

Моделирование динамики роста биомасс и раз-
вития органов растений в естественной экоси-
стеме почва — растительный покров (ПРП) — 

одна из  базовых задач описания функционирования 
агроценозов, прогнозирования их урожайности, оце-
нивания водопотребления растительного покрова (РП) 
и оценивания его загрязнений.

Для этих целей на  основе концепции ростовых 
функций созданы сложные имитационные компьютер-
ные модели распределения ассимилятов фотосинтеза, 
а  также роста и  развития биомасс РП в  зависимости 
от  условий внешней среды, [1], [2], [3], [4]. Ростовые 
функции определяют доли ассимилятов, направляемые 
в листья, корни, стебли и другие органы РП.

Ростовые функции весьма грубо измеряются экс-
периментально, [3], [4], как функции времени. Это 
не  позволяет учесть влияние адаптации РП на  рост 
и  развитие РП. Чтобы создать новые правдоподобные 
и достаточно простые для идентификации и практиче-
ского применения математические модели необходимо 

разработать описание механизмов регуляции распре-
деления ассимилятов фотосинтеза.

В  настоящей работе известная имитационная мо-
дель распределения ассимилятов с помощью ростовых 
функций нетривиальным преобразованием перемен-
ных приводится к  эквивалентной довольно простой 
математической модели более удобной для идентифи-
кации, исследований и описания механизма адаптации 
РП к внешним условиям.

Нельзя не отметить, что полученная эквивалентная 
модель проявляет ряд ценных математических качеств: 
наличие оптимального режима, структуру сбалансиро-
ванного роста и развития РП, осреднение влияния слу-
чайных колебания параметров внешней среды.
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Summary. A  simulation model of the distribution of plants 
photosynthesis assimilates using growth functions by nontrivial 
transformation of variables is reduced to an equivalent rather simple 
mathematical model more suitable for identification, research and 
description of the mechanism of adaptation of plant cover to external 
conditions.
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1. Модель распределения  
ассимилятов фотосинтеза  
и дыхания в РП.

Рассмотрим следующую модель, см.  [1], [2]. [3], [4] 
распределения ассимилятов фотосинтеза 'Φ  на  рост 

t~
i ∆Φ′ρ , дыхание роста imR~∆  и  дыхание поддержа-

ния ( ) tmTR~ ii
'
i ∆  биомассы im  модельного растения:

( ) iiiiii mR~tmTR~t~m ∆−∆′−∆Φ′ρ=∆ , 0lS Φτ=Φ′ , 
или (1.1)

или в более формализованном виде

iiii mRF~M~m ′−ρ= , 
R~1M

1F~
'

+
Φ

= ; 0mi ≥ ; (1.2)

( )( ) 1
lii R~1TR~R

−
+′=′ , 1~

i =ρ∑ , 0~
i ≥ρ , { }s,R,k,li∈ . 

(1.3)

kl mmM += , ( )...,d,T,T,p aklsµ= . (1.4)

Здесь im  при li =  — биомасса листьев, km , Rm , 

sm  — биомассы корней, репродуктивных органов, сте-

блей соответственно. Φ′  — нетто-фотосинтез, произ-

водимый за  время τ  площадью lS  листьев растений, 
растущих на  единице поверхности почвы. Здесь τ  — 
световая доля суток t∆ , в  течение которой осущест-
вляется реакция фотосинтеза, производящая 0Φ  угле-
рода ассимилятов. Фитосинтез зеленой части стеблей 
не  учитывается. Также для большей общности в  пе-
ременных уравнений (1.1)-(1.4) не  указываются аргу-
менты, например, зависимость 'Φ  от температуры lT  
листьев, усредненного водного потенциала sµ  почвы 
и т. д. Аргументы переменных будут конкретизировать-
ся в ходе исследования модели (1.1)-(1.4).

Из выражений (1.1)–(1.4), составляющих основу при-
кладных продукционных моделей РП следует, что в мо-
дели под биомассой im  понимается масса углерода, 
содержащаяся в i-м органе растения. При этом полага-
ется, что умножением на  известную константу можно 
пересчитать im  в  массу i-го органа, а  также, напри-
мер, в  площадь листьев или в  всасывающую поверх-
ность корней. Так, отношение площади и массы листьев 
к массе углерода в листьях предполагается заданным.

Коэффициенты ( )i'
i TR~  и  R~  дыхания поддержания 

и роста — заданные экспериментальные функции.

Системная основа модели (1.1)-(1.4) — это ростовые 
функции iρ , грубо измеряемые экспериментально как 

функции времени ( )tii ρ=ρ . Управляющие ростовые 
функции iρ  определяют доли углерода ассимилятов, 
транспортируемых в  биомассы im , причем так, что 
биомассы im  со  временем не  могут уменьшаться. За-
метим, что условие 0mi ≥  существенно используется 
в дальнейшем при нахождении оптимальных iρ .

Модель с  таким определением iρ  существенно 
огрубляет описание реакций растений на  изменения 
параметров ( )...,d,T,T,p aklsµ= , определяемых внеш-
ней средой.

Моделирование роста биомассы sm  стеблей пред-
ставляет сложную задачу. Включим в модель биомассу 

sm  следующим образом. В (1.2)-(1.3) выполним замену

( )F~~1F sρ−= , ( ) i
1

si
~~1 ρρ−=ρ − , где ( )t~~

ss ρ=ρ   (1.5)

заданная экспериментально определяемая функция, 
удовлетворяющая уравнению (1.3) для si = . Перепи-
шем (1.2) только для { }R,k,li =  в новых обозначениях

, 
( )

R~1M
t~1F

'
s

+
Φρ−

= , 

{ }R,k,li = .  (1.6)

1Rkl =ρ+ρ+ρ , 0i ≥ρ , 0fi ≥ , где

kl mmM += , lk mm=λ , , 

( ) i
1

si
~~1 ρρ−=ρ −

;  (1.7)

( )...d,T,T,p aklsµ= .

Назовем систему (1.1)-(1.4) моделью 0M , а получив-
шуюся после исключения из  0M  уравнения для sm  
систему (1.6)-(1.7) — моделью . С точностью этого 
исключения будем считать модели 0M  и   эквива-
лентными.

2. Модель 1M  распределения 
ассимилятов фотосинтеза

Рассмотрим управляемую динамическую модель 

1M  движения фазовых переменных ( )λ= ,m,My R :

, ( ) ( ){ }MRF1p,y,uf '
lkRM −ρ−= ;  (2.1)

, ;  (2.2)

, ( ) ( ) { }'
lklk

2 RF1p,y,uf λ∂
∂

λ λ−ρλ+= ;  (2.3)

где управления u , фазовые переменные y , параме-
тры внешней среды p  имеют вид:
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( )lkR ,u ρρ= , ( )λ= ,m,My R , ( )...,d,T,T,p aklsµ=

с ограничениями

( ){ } ( ){ } 0l
'
lRlk0k

'
kR RF1FRF1 ρ−ρ−≤ρ≤ρ−ρ−− ,  (2.4)

0fM ≥ , 0fR ≥ , 0M > , 0mR ≥ , 0>λ ;  (2.5)

( ) 1
0k 1 −λ+λ=ρ , ( ) 1

0l 1 −λ+=ρ , lk mm=λ ; (2.6)

( )( ) 1'
k

'
l

'
lk 1RRR −λ+λ+= , ( )pRR '

l
'
l = , ( )pRR '

k
'
k = .

Здесь выражение (2.3) получено из  модели 0M  
с помощью преобразования

( ) lk0lRl 1 ρ−ρρ−=ρ , ( ) lk0kRk 1 ρ+ρρ−=ρ .  (2.7)

В модели (2.1)-(2.7) функции F , ( )pR'
i  являются задан-

ными, теоретически и  экспериментально определяемы-
ми функциями. Отметим, что аргументы функции F  здесь 
не конкретизированы, т. е. модель 1M  весьма общая.

В том случае, когда ( )p,FF λ= , уравнения (2.1)-(2.3) 
образуют замкнутую систему с  двумя управлениями 

( )lkR ,u ρρ=  вместо 4-х в (1.2).

Свойства математической модели 1M представля-
ются весьма полезными. Поэтому требуется доказать 
эквивалентность моделей 0M  и  1M .

3. Эквивалентность моделей 0M  и 1M

Покажем, что модель 1M  (3.1)-(3.8) и  модель 0M  
(2.5)-(2.7) эквивалентны, т. е. из уравнений  следуют 
уравнения 1M  и наоборот — из уравнений 1M  следу-
ют уравнения .

A) Сначала покажем, что из уравнений (1.6)-(1.7) сле-
дуют (2.1)-(2.7). В самом деле, складывая уравнения (1.6) 
для ( )k,li =  получаем

’

что совпадает с (2.1). Очевидно, что (1.6) для Ri =  
совпадает полностью с (2.2). Докажем (2.3).

Сокращая последнее равенство на  lm  получим

  (3.1)

и, подставляя преобразование (2.7), докажем (2.3):

, ( ) '
lk

2'
l

'
k R1RR λ∂

∂λ+=− ,  (3.2)

( ) ( ) ( ) { }'
lklk

2'
lk

2
lk

2 RF1R1F1 λ∂
∂

λ∂
∂ λ−ρλ+=λ+λ−ρλ+=λ

( ) ( ) ( ) { }'
lklk

2'
lk

2
lk

2 RF1R1F1 λ∂
∂

λ∂
∂ λ−ρλ+=λ+λ−ρλ+=λ .  (3.3)

B) Теперь докажем обратное, — что из  выражений 
(2.1)-(2.7) следует (1.6)-(1.7). В  самом деле, подставляя 
(3.2) в  (3.3) получим уравнение (3.1). Умножим его на 

lm  и рассмотрим систему уравнений

,

.

Подставляя в последнее уравнение ( ) lm1M λ+= , 

lk mm λ= , получим

, отсюда

Сокращая на  ( )λ+1  получим уравнение (1.6) для 

lm . Уравнение (1.6) для km получим из

,

.

C) Докажем, что из  преобразования (2.7) и 
, ( )k,li = , в (2.7) следует

F
R

F
R

1F
R

M
m '

k
0k

'
k

'
kk

k ρ=
λ+

λ
=≥ρ ,

F
R

F
R

1
1

F
R

M
m '

l
0l

'
l

'
ll

l ρ=
λ+

=≥ρ ,

 или

.
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Аналогично,

 или

.

Ограничения (2.4) доказаны.

D) Обратно, пусть пара ( )lkR ,ρρ  удовлетворяет (2.4)
модели 1M . Рассмотрим преобразование (2.7) и пока-
жем, что соответствующая тройка ( )klR ,, ρρρ  удовлет-
воряет (1.6)-(1.7) модели . Из преобразования (2.7)

( ) lk0lRl 1 ρ−ρρ−=ρ , ( ) lk0kRk 1 ρ+ρρ−=ρ

и  10k0l =ρ+ρ  из (2.6) следует, что 1klR =ρ+ρ+ρ ,  
т. е. совпадает с (1.6), ибо

( )( ) R0k0lRkl 11 ρ−=ρ+ρρ−=ρ+ρ .

Неравенства (1.6)-(1.7) для ( )k,li =  следуют из

( )

( ) ( ) 0
F
R

F
R11

1
'
i

0i

'
i

0i0iR0iR

lk0iRi

>ρ≥








ρ−ρρ−−ρρ−≥

≥ρ−ρρ−=ρ

.

Доказательство эквивалентности моделей , 

1M  закончено.
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