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Аннотация. Рассматривается метод ситеза оптимального управления 

динамичесими системами, описываемыми моделью Лотки-Вольтерры, 

в  окрестности особой точки. В  качестве оптимального по  расходу ресур-

сов управления используется класс кусочно-постоянных функций. Задача 

расчета моментов переключения ступеней управления сводится к  задаче 

математического программирования с  линейным функционалом и  двумя 

нелинейными уравнениями-ограничениями относительно времени пе-

реключения ступеней управления и  параметра целевой траектории. Для 

расчета моментов переключения и опорного параметра используется чис-

ленный метод последовательного линейного программирования. Соответ-

ствующие примеры расчетов представлены в таблицах.

Ключевые слова: оптимальное управление, уравнение Лотки-Вольтерры, 

нелинейное программирование.

Введение

Математическая модель Лотки-Вольтерры широ-
ко используется для описания процессов в био-
технических системах, экологии, медицине 

и других прикладных задачах [1, 2]. Как и многие другие 
системы, описывающие динамику биотехнических объ-
ектов, уравнение Лотки-Вольтерры нелинейно и  имеет 
особые точки, в окрестности которых движение системы 
носит периодический характер.

В  данной работе рассматривается задача оптималь-
ного по  расходу ресурсов управления динамическими 
системами, описываемыми уравнением Лотки-Вольтер-
ры, в окрестности особой точки.

Задача оптимального управления по  критерию 
расхода ресурса для линейных динамических систем 
с  постоянными коэффициентами была рассмотрена 
в монографии Бабаджанянц Л. К. и Потоцкой И. Ю. [3]. Ал-
горитмы расчета моментов переключения оптимально-
го кусочно-постоянного управления линейной системой 
относительно равновесного состояния представлены 
в статье Бабаджанянц Л. К. и Пупышевой Ю.Ю [4]. Данная 
работа является продолжением выполненных исследо-
ваний синтеза программного оптимального управления 

применительно к динамическим системам с периодиче-
скими коэффициентами.

Объект исследования и постановка 
задачи оптимального управления

Нормированная модель Лотки-Вольтерры записыва-
ется в виде [5]

 (1)

где x, y — переменные состояния; t — независимая 
переменная времени; γ — параметр системы.

Рассматриваемая модель представляет собой си-
стему двух нелинейных уравнений и имеет две особые 
точки: точка (0, 0) является особой точкой типа «седло», 
а точка (1, 1) — особой точкой типа «центр».

Уравнение движения системы (1) в приращениях пе-
ременных состояния относительно особой точки типа 
«седло», имеющей практическую значимость, записыва-
ется в виде

,
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где x1, y1 — конечные приращения переменных со-
стояния.

Таким образом, в  окрестности особой точки инте-
гральные кривые замкнуты, а  решения являются пери-
одическими и могут быть описаны моделью гармониче-
ских колебаний.

При управлении динамической системой требуется 
перевести систему с исходной траектории на заданную 
целевую траекторию. Целевая (опорная) траектория 

) ,( yx  определяется следующими периодическими 
функциями:

1) cos()(   tCtx , 

1) sin()(   tCty  (2)

где C — заданная амплитуда периодического дви-
жения;  — частота периодического движения; 
φ — фазовый параметр опорной траектории, значение 
которого может быть задано или рассчитано из условий 
оптимизации.

Переменные текущего состояния системы (2) пред-
ставляются в виде

, ,

где δx, δy — приращения соответствующих перемен-
ных состояния. 

Принимая во внимание выражения для искомой тра-
ектории (2) и опуская для простоты записи символ «δ», 
получим следующую систему двух дифференциальных 
уравнений с периодическими коэффициентами:

 (3)

Уравнение системы в матричном виде записывается 
как

 (4)

где Tyxz )  (  — вектор состояния; Tr )10(2   — 
вектор влияния управления; символ «T» обозначает опе-
рацию транспонирования; u(t) — скалярная функция 
управления; 

C
1

  — 

параметр опорной траектории; ),( tA  — матрица си-
стемы (3)
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Таким образом, модель объекта управления описыва-
ется линейной системой дифференциальных уравнений 
с периодическими коэффициентами (4). Моделирование 
движения системы (3), (4) показывает, что в достаточно 
широком диапазоне параметров )100 ,1( , )5 ,0(  
мультипликаторы системы (4) не превышают по модулю 
1 и, следовательно, система является устойчивой, а кро-
ме того, на основании теоремы Флоке ее решения имеют 
периодический характер.

Синтез оптимального программного управления вы-
полняется исходя из условия минимального расхода ре-
сурсов с учетом ограничения на величину управления:

min|)(|)(
0

 
et

t
duuJ  , 0)( utu   (5)

где ett ,0 – начальный и конечный моменты управле-
ния; 00 u  — заданное ограничение на величину управ-
ляющего воздействия.

Задача оптимального управления формулируется 
следующим образом: необходимо перевести динами-
ческую систему (4) из  исходного состояния к  опорной 
траектории (2) с учетом минимизируемого функционала 
расхода и ограничения на управление (5).

Для получения необходимых условий задачи функ-
ции оптимального управления используется принцип 
максимума Понтрягина Л. С. Сопряженная система запи-
сывается в виде:

 (6)

В  соответствии с  принципом максимума, оптималь-
ное управление имеет кусочно-постоянную форму [6]

 (7)

Если параметр фазы опорной траектории φ не  фик-
сирован, то необходимые условия принципа максимума 
содержат дополнительное уравнение [7]
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где T),( 21    — вектор сопряженных функций.

Исходя из свойств объекта управления, можно пока-
зать, что задача оптимизации, основанная на необходи-
мых условиях, является нормальной и  решения задачи 
локально единственны.

Метод синтеза программного управления

Оптимальная функция управления для системы диф-
ференциальных уравнений (4) имеет кусочно-постоян-
ную форму (6) с положительными и отрицательными сту-
пенями и может быть записана в виде [8]
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где )(H  — функция Хэвисайда; jt , jt̂  — моменты 
включения/выключения положительных и  отрицатель-
ных ступеней управления соответственно; p, s — число 
положительных и отрицательных ступеней.

Решение системы (4) представляется в виде
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где ),( tZ  — фундаментальная матрица системы; 
0z  — вектор начальных параметров.

Тогда краевые условия изменения состояния в  ре-
зультате применения управления записываются как
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где 0z  — заданные начальные параметры.

Для вычисления обратной фундаментальной матри-
цы ),(),( *1  ttZ   применяется разложение Еру-
гина Н. П. для сопряженной системы [9]. Итерационная 
процедура расчета записывается следующим образом:
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где k — номер итерации (k = 1, 2,…); ),( t  — фундамен-
тальная матрица сопряженной системы; It  ),(0  — 
начальное условие; I — единичная матрица.

Итерации выполняются в  символьной форме. В  ра-
боте [10] доказана теорема о том, что такой итерацион-
ный процесс (10) бесконечно выполним в элементарных 
(тригонометрических и степенных) функциях.

В результате, проблема синтеза оптимального управ-
ления сводится к  задаче нелинейного программирова-

ния с неизвестными моментами переключения управле-
ния jt , jt̂  и фазовым параметром φ:
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Задача оптимизации содержит линейный миними-
зируемый функционал и  два ограничения-равенства, 
обладающие свойством сепарабельности относительно 
моментов переключения ступеней управления jt , jt̂ .

Для решения оптимизационной задачи (11) был ис-
пользован метод последовательного линейного про-
граммирования (SLP) [11]. На  каждом шаге итерации 
минимизируемый функционал и  граничные условия 
(11) представляются их линейными приближениями 

),ˆ,(  jj tt  относительно приращений для известных 
значений времени переключения и опорного параметра 
на предыдущей итерации ),ˆ,( jj tt . В результате, реша-
ется следующая задача линейного программирования
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с дополнительными адаптивными ограничениями
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Если значение фазового параметра φ фиксировано, 
то  оно исключается из  множества неизвестных вместе 
с соответствующими уравнениями метода.

Примеры расчета

Рассматривается управление динамической систе-
мой (1) со  следующими параметрами модели, опорной 
траектории и границ управления: γ = 1, C = 0.2, u0 = 0.1. 
При заданных начальных условиях выполнен расчет оп-
тимального управления, удовлетворяющего критерию 
качества и ограничению (5).

В первом случае решается задача при фиксированном 
опорном параметре φ = 0, т. е. задача приведения систе-
мы к фиксированной точке траектории, соответствующей 
начальным параметрам (задача «встречи на  орбите»). 
Во втором случае рассчитывается значение параметра φ, 
когда решается задача оптимального приведения систе-
мы к «ближайшей» точке опорной траектории.
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Рассматривается управление системой для различ-
ного количества ступеней управления. Начальные усло-
вия и структура управления (количество переключений 
и последовательность ступеней) представлены в табли-
це 1. Начальные условия приведены для расчета относи-
тельно начальной точки опорной траектории с коорди-
натами (1.2, 0).

Числовые значения моментов переключения и опор-
ного параметра, полученные в  результате расчетов, 
представлены в таблице 2.

Заключение

В данной работе решается задача синтеза оптималь-
ного управления динамическими системами, описыва-
емыми уравнением Лотки-Вольтерры. Целью искомого 
управления является приведение динамической систе-
мы к  замкнутой периодической фазовой траектории 
с учетом ограничения на управление и обеспечения ми-
нимума расхода ресурса.

На  основании необходимых условий показано, что 
задача нормальна и  управление имеет кусочно-посто-
янную форму. Проблема сводится к задаче математиче-
ского программирования с линейным минимизируемым 
функционалом и  нелинейными ограничениями-равен-
ствами, сепарабельными относительно моментов пере-
ключения ступеней управления. В качестве численного 
метода расчета неизвестных использован метод после-
довательного линейного программирования (SLP).

Представлены численные примеры расчета момен-
тов переключения ступеней оптимального управления 
для двух случаев: с  фиксированным параметром опор-
ной траектории и  рассчитываемым в  процессе синтеза 
управления.

Рассмотренный метод может быть обобщен для син-
теза оптимального программного управления нелиней-
ными динамическими системами в окрестности особых 
точек типа «центр» и «фокус» (устойчивый и неустойчи-
вый).
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Таблица 1. Начальные условия и структура управления
Номер
расчета Начальные условия Структура управления

1 ;1.1)0( x  8.0)0( y 2 ступени: отрицательная (неполная), положительная

2 ;5.1)0( x  0.1)0( y 2 ступени: положительная, отрицательная

3 ;3.1)0( x  0.1)0( y 1 положительная ступень

4 ;9.0)0( x  0.1)0( y 1 положительная ступень

Таблица 2. Моменты и фазовые параметры

Номер
расчета

Ступень 1 Ступень 2
φt1 t2 t3 t4

1 0* 0.5678 2.752 4.317 0*

2 0.9024 1.962 3.831 5.576 0*

3 0.948 1.990 – – 0.05

4 1.088 2.141 – – 3.28

Примечание * Значения фиксированы.
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