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Аннотация. Рассматривается развитие течения вязкопластичной среды 
по наклонной плоскости под действием силы тяжести из состояния покоя. 
Зона течения растет постепенно, её граница заранее неизвестна и опре-
деляется в  процессе решения задачи. Угол наклона выбирается таким 
образом, чтобы с течением времени проявился так называемый эффект 
«проскальзывания» вдоль твердой стенки. Задача ставится в рамках пя-
типараметрической модели Слибара — Паслая, позволяющей учесть раз-
личие в поведении материала при нагружении и разгрузке, а возможное 
«проскальзывание» материала вдоль твердой стенки учитывается с  по-
мощью модели плавного перехода от  прилипания к  проскальзыванию 
аналогичной гипотезе проф. Н.П. Петрова для вязкой жидкости. Решение 
задачи строится с помощью проекционного метода Галеркина с использо-
ванием в  качестве базисных функций ортогональных полиномов Чебы-
шёва первого рода.

Ключевые слова: нестационарное течение; математическое и компьютер-
ное моделирование; неньютоновские жидкости; вязкопластические мате-
риалы; многофазные течения.

Введение

Исследование поведения вязкопластичных ма-
териалов имеет большое прикладное значение 
для оптимизации различных технологических 

процессов во многих отраслях.

Такие жидкости имеют сложную внутреннюю струк-
туру и  проявляют свойства жидкости только по  до-
стижении определенного внутреннего касательного 
напряжения, называемого пределом текучести, ниже 
которого материал испытывает лишь упругие деформа-
ции и ведет себя как твердое тело.

Анализ нестационарных режимов течения пред-
ставляет определенные математические трудности, так 
как границы раздела зон течения изменяются во време-
ни и в определяющих соотношениях среды отсутствует 
информация о  распределении напряжений в  твердой 
зоне. Таким образом при исследовании нестационар-
ных течений приходится решать начально-краевые 
задачи с  вырождением области начального существо-
вания фазы в особую точку так как область течения от-
сутствует в начальный момент.

Так  же экспериментальные исследования выявили 
еще ряд особенностей в  реодинамике вязкопластич-
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MODELING OF THE STAGE 
OF DEVELOPMENT OF THE FLOW 
OF A VISCOPLASTIC MEDIUM  
ALONG AN INCLINED PLANE
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Summary. The development of the flow of a viscoplastic medium along 
an inclined plane under the influence of gravity from a state of rest is 
considered. The flow zone grows gradually, its boundary is unknown in 
advance and is determined in the process of solving the problem. The 
angle of inclination is chosen in such a way that the so-called “slipping” 
effect along the solid wall appears over time. The problem is posed 
within the framework of the five — parameter Slibar-Paslay model, 
which allows taking into account the difference in the behavior of the 
material during loading and unloading, and the possible “slipping” of 
the material along a solid wall is taken into account using a model of 
a smooth transition from sticking to slipping similar to the hypothesis 
of prof. N.P. Petrov for a viscous liquid. The solution of the problem is 
constructed using the Galerkin projection method using orthogonal 
Chebyshev polynomials of the first kind as basis functions.
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Для того, чтобы приближенно выполнить уравнение 
(16), требуем:
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(18), (19), (23) представляет собой записанную в не-
явной форме систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка. Приведение её к нор-
мальной форме Коши

0 1( , ),   =( , ,..., , )T
Nt V V V h=′Y F Y Y   (24)

и нахождение величины Yʹ по известным в текущий 
момент времени t величинам Y выполняется в следую-
щей последовательности.

Из  (18) и  (19) находим VN+1 и  VN+2 по  V0, V1,…, VN 
и  h, из  (20) находим hʹ(t)Далее продифференцируем 
(18) и (19) по t.
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Уравнения (25), (26) и (23) представляют собой систе-
му линейных алгебраических уравнений относительно 
V1,…, VN, VN+1, VN+2 Начальные условия для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (23) сле-
дуют из асимптотического представления (15) при t=t0, 
0<t0<<1.

Результаты моделирования

Моделирование развития течения вязкопластич-
ной среды по наклонной плоскости проводится со сле-
дующими параметрами τd = 0.5τs, τs = 0.5τ*, ρ = 900,  
η =128, Н = 1, λ = 500.

На рисунке 3 показано изменение границы зоны те-
чения, в момент t*=0,77 (пунктирная линия на графике) 
начинается проскальзывание вдоль твердой стенки 
и скорость роста зоны течения замедляется.

На  рисунке 4 показан профиль скорости при раз-
витии течения. В  момент t*= 0,77 происходит отрыв 
от твердой стенки, граничные условия в (25) меняются 
и скорость в точке z=0 начинает расти.

Заключение

Компьютерное моделирование в  задачах развития 
течения вязкопластических сред эффективно реализует-
ся на основе: 1) предварительного отображения области 
с подвижной границей на область с неподвижной грани-
цей; 2) дискретизации преобразованной начально-крае-
вой задачи по независимой пространственной перемен-
ной на основе проекционного метода Бубнова-Галеркина 
с  использованием в  качестве базисных функций сме-
щенных ортогональных полиномов Чебышева 1-го рода; 
3) численного интегрирования полученной в результате 
задачи Коши для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений. При этом в математических моделях 
развития течений корректная постановка начальных 
условий для соответствующих начально-краевых задач 
обеспечивается предварительным применением ме-
тодов асимптотического интегрирования. Данный ме-
тод позволяет моделировать динамику поля скоростей 
среды и  движение границы раздела, а  также находить 
моменты времени, соответствующие началу проскаль-
зывания среды. Однако для осесимметричных задач 
требуется развитие предложенного метода, связанное 
с наличием особых точек на оси симметрии.
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