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Аннотация. Под степенью невырожденности симплекса (тетраэдра) в Rn 
понимается количественная величина, характеризующая отличие его 
от  вырожденного (если рассматриваемый симплекс вырожден, то  это 
отличие нулевое). Один из способов подсчета степени невырожденности 
заключается в рассмотрении вершин симплекса как нумерованного набо-
ра точек X.

Введя метрику на  множестве таких наборов, определенных всевозмож-
ными симплексами (с одинаковым количеством вершин), степень невы-
рожденности можно рассматривать как расстояние от  X до  множества z 
наборов, определяемыми вырожденными симплексами. Задача сводится 
к исследованию множества z на предмет выявления в нем семейств, бли-
жайших к X.

Предложенная ранее схема исследования сводится к разбиению множе-
ства z на  части и  исследованию каждой из  них на  основании эмпириче-
ской классификации элементов семейств множества z. Использование 
этой классификации приводит к  значительному объему выкладок уже 
в случае R2 — самом простом.

В  данной работе предлагается иная, единообразная классификация эле-

ментов семейств множества . В  качестве примера проведено заново 
исследование семейств в  случае R2 и  предъявлен конечный класс се-
мейств, достаточный для вычисления искомой характеристики. Результа-
ты статьи могут служить как для теоретического, так и для практического 
применения в  задачах определения качества сетки, сохранения свойств 
сетки при определенного вида отображениях, задачах генерации сетки.

Ключевые слова: невырожденность симплекса, треугольные сетки, каче-
ство сетки.

Введение

Вопросам получения числовых характеристик 
сеток посвящено большое количество работ. 
С  некоторыми конкретными примерами можно 

ознакомиться по работам [1, 3, 5]. Классическим резуль-
татом в области определения условий гарантирующих 
сохранение свойств сетки является теорема Альфорса 

о сохранении ориентации треугольника при квазикон-
формном отображении [1]. Из  относительно недавних 
работ в указанной области укажем [4, 6, 7].

В  работе [9] было введено понятие k‐точечных се-
мейств (пронумерованных наборов k точек в Rn) и пока-
зано, что на них можно задать метрику (далее — ρ‐рас-
стояние). Там  же приведено в  явном виде выражение 
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Summary. The degree of non-degeneracy of a simplex (tetrahedron) in 
is understood as a quantitative quantity that characterizes its difference 
from a degenerate one (if the simplex in question is degenerate, then 
this difference is zero). One of the ways to calculate the degree of non-
degeneracy

it consists in considering the vertices of the simplex as a numbered set 
of points.

By introducing a metric on the set of such sets defined by all possible 
simplices (with the same number of vertices), the degree of non-
degeneracy can be considered as the distance from to the set of sets 
defined by degenerate simplices. The task is reduced to the study of the 
set in order to identify in it the families closest to.

The previously proposed research scheme boils down to splitting the 
set into parts and examining each of them based on the empirical 
classification of elements of families of the set. The use of this 
classification leads to a significant amount of calculations already in the 
simplest case.

In this paper, a different, uniform classification of the elements of the 
families of the set is proposed. As an example, a new study of families in 
the case is carried out and a finite class of families sufficient to calculate 
the desired characteristic is presented. The results of the article can 
be used both for theoretical and practical application in the tasks of 
determining the quality of the grid, preserving the properties of the 
grid with a certain type of mapping, grid generation tasks.
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для ρ‐расстояния от  заданного треугольника до  мно-
жества вырожденных треугольников (функция длин 
сторон треугольника) и показано, что равносторонний 
треугольник является, в  сравнении с  другими, наибо-
лее отдаленным от множества вырожденных треуголь-
ников. В работе [10], как пример применения понятия 

‐расстояния было получено достаточное условие со-
хранения ориентации треугольника при квазиизоме-
трическом отображении.

В данной работе пересматриваются доказательства 
результатов работы [10], относящиеся к способу вычис-
ления расстояния от данного семейства (треугольника) 
до множества вырожденных семейств (треугольников), 
с целью уменьшить объем выкладок в доказательствах. 
Причиной большого объема является неудачная эм-
пирическая классификация взаимного расположения 
отрезков и точек семейства, что хорошо видно по гро-
моздкости доказательств аналогичных теорем для 4‐то-
чечных семейств (см. [11]). В основе пересмотра лежит 
предлагаемая простая и  единообразная (по  числу то-
чек семейства) классификация взаимного расположе-
ния элементов семейства (позиции точек).

Семейства точек

Следуя [9] приведем основные понятия и  опреде-
ления. Семейством k точек в Rn или k‐точечным семей-
ством будем называть отображение , где 

 — отрезок натуральных чисел. Таблич-
ное задание отображения F будем записывать как 

. 

Значения  будем называть точками семейства. 
Для k‐точечных семейств F, G зададим набор чисел 

 как набор отношений расстояний между оди-

наково нумерованными парами точек семейств ,  
за исключением отношений вида 

:

 

(здесь  — евклидова длина отрезка); и опреде-
лим величину ρ следующим образом:

  если для всех   

и 

, иначе,

зафиксировав в качестве основания логарифма не-
которое число, большее единицы, и полагая 

, .

Величина ρ инвариантна относительно ортогональ-
ных преобразований пространства Rn (т. е. для ортого-
нальных преобразований  имеем 

) и  является расстоянием 
между классами ортогонально эквивалентных (т. е. со-
вмещаемых ортогональными преобразованиями) се-
мейств, представителями которых являются семейства 
F, G. Далее величину  будем называть расстоя-
нием (а также ρ‐расстоянием) между семействами F, G. 
Величина ρ есть евклидова длина отрезка

, отложенного на  лога-
рифмической шкале (полагая ).

Пусть u — некоторое множество k‐точечных се-
мейств. Расстояние от  k‐точечного семейства F 
до  множества u определим стандартным образом: 

. Связь между треугольника-
ми и  трехточечными семействами следующая. Всякое 
семейство определяет треугольник, вершинами кото-
рого являются точки семейства. Всякому треугольнику 
соответствует 3! семейств, каждое из которых опреде-
ляется некоторой нумерацией его вершин. В  качестве 
меры невырожденности треугольника полагается 
‐расстояние от  семейства, определяемого некоторой 
нумерацией его вершин, до  множества семейств, ка-
ждое из  которых определяет вырожденный треуголь-
ник (т. е. все значения семейства лежат на  одной пря-
мой).

Общая схема исследования

Следуя [9] дадим общее описание схемы исследова-
ния некоторого множества семейств точек на предмет 
вычисления расстояния от  некоторого заданного се-
мейства до этого множества.

Пусть  — некоторое множество семейств вида 
. Всякое семейство  такое, 

что  при , задает разбиение мно-
жества  на  подмножества  (некоторые из  них 
могут быть пустыми), определяемые следующим об-
разом:  тогда и  только тогда когда в  на-
боре  имеется ровно p минимальных зна-
чений и  ровно q максимальных. Тогда, очевидно, 

, где минимум берется 
по всем допустимым сочетаниям значений p и q. Далее 
каждое из  множеств  исследуется на  предмет 
выявления в  нем семейств, заведомо не  являющихся 
ближайшими к  семейству X. Обозначив множество, 
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фикации точек семейства, по  признаку положительно-
сти/неположительности их позиции. Введение понятия 
положительной позиции точки семейства позволяет со-
кратить объем выкладок, сосредоточив внимание на се-
мействах, не имеющих точек с положительной позици-

ей. Метод представляется применимым для получения 
аналогичных характеристик невырожденности сим-
плексов большей размерности, получения достаточных 
признаков сохранения отношения смежности симплек-
сов при определенных отображениях, и других.
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