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Аннотация. Самоорганизованная критичность (SOC) — концепция лави-
нообразных явлений, наблюдаемых в  некоторых сложных нелинейных 
системах, обладающих масштабной инвариантностью, степенным зако-
ном распределения и  возникающих в  отсутствии управляющего фактора. 
Отсутствие управляющего фактора в  окрестности критичности приводит 
к  неопределённости в  формализме принципа причинности. Обнаружено, 
что с учётом нарушения принципа причинности редкие наборы случайных 
чисел сводятся только к двум топологическими шаблонам, подобным двум 
характерным участкам электрокардиограммы — пиковой связанности 
и релаксации. Достижение критического состояния определяется укладкой 
данных в топологические шаблоны, а распределение индекса связанности 
подчиняется степенному закону распределения. 
Метод топологических шаблонов основан на  формуле для новой физиче-
ской характеристики фрактального многообразия — индекса связанности 
Милованова, который не имеет аналога в пространствах целой размерно-
сти. Для приложений в сфере информационных технологий, измерительной 
технике, где существует проблема выбора объективного количественного 
критерия помехоустойчивости устройств, используется название SNR, от-
ношение сигнала к шуму. Индекс связанности или SNR инвариантен относи-
тельно любых линейных преобразований исходных данных, а для множеств 
точек функций Гаусса и  Бесселя не  зависит от  числа гранулирования, что 
отличает от  других формулировок SNR. В  статье приводится формула для 
индекса связанности или SNR. 
Индекс связанности определяется во фрактальном многообразии, где пред-
ставление сложной нелинейной системы с тенденцией к самоорганизации 
в обычном пространстве подменяется описанием простой линейной систе-
мы во фрактальном пространстве. Построение фрактального многообразия 
становится возможным при нарушении принципа причинности. Имитация 
неупругих столкновений приводит к  взрывному росту критичности среди 
наборов случайных чисел или к  процессу детонации — как создание по-
рядка из хаоса. 
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OF DETONATION IN THE PROCESSES  
OF SELF-ORGANIZED CRITICALITY  
WITH THE VIOLATION OF THE CAUSALITY 
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Summary. Self-organized criticality is a concept of avalanche-like 
phenomena observed in some complex nonlinear systems with scale 
invariance and arising in the absence of a control factor. The absence of 
a control factor in the vicinity of criticality leads to uncertainty in the 
formalism of the causality principle. It is found that, taking into account 
the violation of the causality principle, rare sets of random numbers are 
reduced to only two topological patterns similar to two characteristic 
sections of the electrocardiogram — peak connectivity and relaxation. 
The achievement of a critical state is determined by stacking data into 
topological patterns, whereas the distribution of the connectivity index 
obeys the power law of distribution. 
The method of topological patterns is based on a formula for a new 
physical characteristic of a fractal manifold — the connectivity index, 
which has no analog in spaces of integer dimension. In the applications 
in the field of information technology and measuring technology, where 
there is a problem of choosing an objective quantitative criterion for the 
noise immunity of devices, the SNR name is used, which is the signal-to-
noise ratio. The connectivity index or SNR is invariant with respect to any 
linear transformations of the original data, whereas for sets of Gauss and 
Bessel functions, it does not depend on the granulation number, which 
differs from other formulations of SNR. The article provides a formula for 
the connectivity index or SNR.
The connectivity index is defined in a fractal manifold, where the 
representation of a complex nonlinear system with a tendency to self-
organization in ordinary space is replaced by a description of a simple 
linear system in a fractal space. The construction of a fractal manifold 
becomes possible when the principle of causality is violated. The 
simulation of inelastic collisions leads to an explosive increase in criticality 
among sets of random numbers or to the process of detonation — as the 
creation of order out of chaos.
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Введение 

Искусственные нейронные сети возникли в качестве 
попытки моделировать организацию и  функцио-
нирование биологических нейронных сетей — се-

тей нервных клеток живого организма. В существующих 
алгоритмах искусственного интеллекта ключевым зве-
ном является решение задачи оптимизации и при этом 
остаётся вопрос — решает ли биологическая нейронная 
сеть задачу оптимизации? Задача оптимизация — это 
нахождение экстремумов целевой функции в  процессе 
проектирования параметров системы. Под задачу опти-
мизации сформировался функциональный подход, кото-
рый предполагает рассмотрение объекта как комплекса 
выполняемых им функций, а  не  как набора элементов 
и их взаимосвязей. 

Исследования процессов самоорганизованной кри-
тичности (SOC) в сложных нелинейных системах позво-
ляют выйти за границы функционального подхода, когда 
отсутствует управляющий фактор [1]. 

В отсутствии управляющего фактора теряется де-
тальная привязка принципа причинности и  возника-
ет неопределённость причинно-следственных связей 
элементов внутри системы. В  статье рассматривается 
альтернативная оптимизации постановка задачи, без 
целевой функции и  без поиска экстремума, но  с  учё-
том степени взаимной связанности элементов сложной 
системы исключительно в  окрестности критичности, 
а именно — укладываются ли численные характеристи-
ки взаимосвязанных элементов системы в некий тополо-
гический шаблон или примитив. На модельном примере 
с применением генератора случайных чисел демонстри-
руется, как попадание численных данных в топологиче-
ский шаблон означает достижение системой критиче-
ского состояния. 

1. Концепция самоорганизованной критичности 

Концепция SOC  активно используется для исследова-
ния критического поведения во множестве систем, осо-
бенно в  нейронных сетях, широко распространены 
в  природе [2], проявляясь в  разнообразных явлениях, 
таких как песчаные лавины [3, 4], рисовые лавины [5], 
лесные пожары [6, 7], распределение магнитуд земле-
трясения [8], солнечные вспышки [9], курсы фондового 
рынка [10], связанность социальных сетей [11], нейрон-
ные лавины [12-14] и т.д. Подход SOC  был предложен для 
описания активности мозга [15, 16], а первые степенные 
распределения нейронных лавин были обнаружены 
[17].

Согласно экспериментальным данным [18 — 22], мозг 
здоровых млекопитающих функционирует в  состоянии 
лавинообразных процессов в  нейронных сетях. Когда 

функция мозга нарушается во время эпилептических 
припадков, биологическая нейронная сеть теряет свои 
характеристики лавины. Наиболее мощная нейронная 
сеть экспериментально обнаружена у  младенцев [20], 
способствующая адаптации младенцев в  экстремально 
нестабильном внешнем окружении. Интеллект младен-
ца или стадный интеллект обозначает задачу численного 
моделирования интеллекта в традиционном для физики 
подходе «эксперимент — модель», в отсутствии внешних 
управляющих факторов. Характерно проявление стад-
ного интеллекта в  межвидовых и  внутривидовых кон-
фликтах, а именно, в предельно нестабильном внешнем 
окружении и в отсутствии каких-либо извне установлен-
ных правил, в отличие от существующей концепции ис-
кусственного интеллекта с алгоритмом оптимизации. 

Фрактальное многообразие 

Фракталы представляют интерес из-за их масштаб-
ной инвариантности и  самоподобной геометрии фрак-
тальных объектов. Всё же вопрос «фракталы: где физи-
ка?» [23] остается актуальным: где связь между 
фракталами и SOC  системами? 

В статье представлен метод, основанный на теорети-
ческих подходах к пониманию поведения сложных нели-
нейных динамических систем, формирующих состояния 
самоорганизации. В  ключевых для предлагаемого под-
хода публикациях [24; 25] приведён ряд нестандартных 
идей применения фрактальных объектов к описанию не-
линейной динамической системы, где раскрывается ме-
ханизм самосогласованной сходимости к коллективным 
состояниям. В непосредственной близости от состояния 
самоорганизации количество степеней свободы стано-
вится минимальным. С  точки зрения топологии про-
странства это означает, что фрактальная размерность 
пространства уменьшается из-за появления дробных не-
проницаемых областей, моделирующих состояние само-
организации. Представление сложной нелинейной си-
стемы с  тенденцией к  самоорганизации в  обычном 
пространстве подменяется описанием простой линей-
ной системы во фрактальном пространстве. Таким обра-
зом, сложность нелинейной системы переносится 
на сложность пространства. Физика описываемого под-
хода не  имеет размерности. Поведение сложной нели-
нейной системы в  окрестности критичности определя-
ется исключительно топологическими свойствами 
пространства, не  зависит от  природы взаимодействия 
и носит универсальный характер, как и процессы SOC . 

В ряду идей фрактального многообразия, Милованов 
дал определение новому физическому понятию — ин-
декс связанности q, который не  имеет аналога в  про-
странствах целой размерности. В  данном подходе свя-
занность является единственной физической 
характеристикой в  описании сложной нелинейной си-
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стемы и ниже в статье приводится вывод формулы для 
индекса связанности q (12–14).

Важный класс фрактальных объектов образует мно-
жества, описывающие геометрию перколяции. Теория 
перколяции или теория просачивания — математиче-
ская теория, используемая в физике, химии и других об-
ластях для описания возникновения связных структур 
в случайных средах, состоящих из отдельных элементов. 
Перколяция является критическим процессом [26], т.е. 
предполагает существование некоторого порога, ниже 
которого распространение жидкости ограничено ко-
нечной областью среды. Вблизи критического порога 
перколяция происходит по  фрактальному множеству, 
геометрия которого определяется исключительно зако-
нами критичности. Условие критичности делает геоме-
трические характеристики фрактального пространства 
независимыми от  микроскопического свойства среды. 
Это явление интерпретируется как универсальность са-
моорганизации.

Фрактальная размерность пространства позволяет 
создавать непроницаемые области, имитирующие само-
организацию, но при этом возникает проблема с опре-
делением среднего значения, которое зависит от  раз-
мерности пространства. Проблема среднего значения 
известна для степенного закона распределения процес-
сов SOC , имеющего экспериментальное подтверждение, 
когда появление редкого события способно радикально 
изменить среднее значение. Важное наблюдение, отме-
ченное в  [27]: в  системах SOC  изучаемым универсаль-
ным явлением критичности является редкое случайное 
событие, «чёрные лебеди». По сути, ставится знак равен-
ства между критичностью и редким случайным событи-
ем, которое, в  свою очередь, делает неопределённым 
вычисление среднего значения. 

Эмпирически подтверждённое требование инвари-
антности задачи в окрестности критичности относитель-
но произвольного линейного преобразования исходных 
данных в виде:

x cx a = +                                         (1)

для любых с и а. Требование инвариантности примени-
мо только к окрестности проявления критичности, озна-
чающее совместную и  масштабную инвариантность, 
и инвариантность выбора системы отсчёта. В формули-
ровке задачи требование инвариантности снимает ис-
ключительность со среднеарифметического значения, 
приравнивая его роль к любому среднему по Колмого-
рову. Отметим, что инвариантность относительно любых 
линейных преобразований является очень жёстким тре-
бованием по  отношению к  результату в  обработке экс-
периментальных данных в процессах SOC . 

Приводится важное для дальнейшего применения 
свойство фрактального пространства. Если описание 
сложной нелинейной системы в евклидовом простран-
стве подменяется описанием простой линейной систе-
мы во фрактальном пространстве, то в  результате ран-
жирования в  евклидовом пространстве выделенной 
простой линейной системой является линейная аппрок-
симация ранжированных исходных данных. Здесь учи-
тывается, что операция ранжирования, а так же медиана 
не  зависят от  выбора какой-либо метрики расстояния. 
Таким образом, в окрестности критичности следует ожи-
дать приблизительное равенство коэффициента детер-
минации Rsort

2 1» . 

В публикациях [24; 25] остался открытым вопрос 
о  примерах фрактального многообразия. В  данной 
статье приводится пример построения фрактального 
многообразия, при этом вводится нарушение принципа 
причинности в  качестве необходимого условия фрак-
тальной топологии. 

Причинно-следственная инвариантность 

Отсутствие управляющих параметров приводит к на-
рушению принципа причинности в  математическом 
описании процессов SOC . В  окрестности критичности 
внешняя шкала времени не имеет привязки к происхо-
дящему внутри процессу. Каждая шкала времени порож-
дается исключительно своим процессом SOC . Другими 
словами, в отсутствии управляющих параметров стано-
вится невозможным формализовать причинно-след-
ственную последовательность событий в виде какой-ли-
бо функции от времени, так как критичность достигается 
сама по себе. 

Как будет показано в данной публикации на модель-
ном примере, критичность или самоуправление в слож-
ной нелинейной системе достигается через топологиче-
ские шаблоны — укладываются ли численные данные 
в некий топологический шаблон или примитив.

Достаточно очевидны в  двухмерном пространстве 
свойства такого топологического шаблона, как окруж-
ность при дискретном разбиении на M частей: 

•	 любая точка контура выбирается за начало отсчё-
та; 

•	 с единичным шагом увеличения индекса, (2) ко-
нечная точка переходит в начало; 

•	 произвольное направление обхода контура. 

Дискретное множество точек на окружности даёт пред-
варительное формальное понимание математическо-
го описания причинно-следственной инвариантности. 

В основе предлагаемого в статье подхода применяет-
ся правило причинно-следственной инвариантности (2) 
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для топологических шаблонов в одномерном простран-
стве. Пространство дробной размерности содержит не-
проницаемые области, ограничивая данные неким ша-
блоном. Символом M далее обозначается конечное 
число разбиения контура шаблона в  одномерном про-
странстве. 

Численная модель детонации 

Таким образом, построение численной модели про-
цесса самоорганизованной критичности основывается 
на следующих требованиях инвариантности в окрестно-
сти критического состояния:

•	 Инвариантность относительно линейных преоб-
разований (1);

•	 Причинно-следственная инвариантность (2).

В данном разделе показано, как с учётом требований 
инвариантности обычный генератор случайных чисел 
создаёт состояние самоорганизованной критичности. 
Для нахождения формы топологических шаблонов при-
меняется генератор случайных чисел (ГСЧ) с выборкой в 
232 в модуле Numerical Python. Заметим, что номера ГСЧ 
носят символьный характер, как номера домов или теле-
фонов, и приведены исключительно с целью предостав-
ления возможности воспроизвести полученные резуль-
таты читателями этой статьи. Всегда существует 

возможность использовать cryptographically secure 
pseudorandom number generator без символьных обо-
значений и с тем же результатом. Таким образом, приме-
нение ГСЧ в  предлагаемом исследовании не  относится 
к функциональному подходу. 

Каждый набор случайных чисел из выборки в 232 со-
держит девять значений (M = 9). Алгоритм вычислений 
включает в  себя просмотр и  сортировку наборов слу-
чайных чисел с  наименьшей и  наибольшей связанно-
стью q в заданном диапазоне случайных чисел [–1;+1].

Результаты вычислений представлены в  таблицах 1 
и  2, где порядок выпадения случайных чисел в  наборе 
обозначен в качестве событий по внешней шкале време-
ни. Вид формул для связанности q (12–14) будет пред-
ставлен в следующем разделе статьи. 

Среднее по всей выборке 232 значение Rsort
2 0 930= . , 

а значение для показателя связанности q = 0 430. . Набо-
ры с  экстремальными значениями связанности q отно-
сятся к  редким случайным событиям и  соответствуют 
значениям Rsort

2  значительно выше среднего. 

Основной результат вычислений состоит в  том, что 
экстремальные значения связанности соответствуют 
всего лишь двум топологическим формам наборов слу-

Таблица1. 
ГСЧ с наибольшей связанностью θ, рессора

№_ГСЧ
События по внешней шкале времени (1–9)

θ R2 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1862618432 7.448 0.962 –0.90 –0.91 –0.58 –0.05 0.45 0.65 0.45 –0.06 –0.55

2173071005 7.422 0.962 0.25 0.76 0.98 0.76 0.27 –0.26 –0.60 –0.60 –0.25

717135009 7.389 0.98 0.80 0.54 0.00 –0.48 –0.72 –0.57 –0.14 0.39 0.73

4210685804 7.374 0.964 0.60 0.03 –0.61 –0.99 –0.96 –0.54 0.09 0.63 0.78

3472781350 7.374 0.97 0.48 0.91 0.91 0.48 –0.22 –0.75 –0.93 –0.64 –0.12

Таблица 2. 
ГСЧ с наименьшей связанностью θ, пружина

№ №_ГСЧ θ R2
События по внешней шкале времени (1–9)

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 3194684329 0.0312 0.98 0.47 –0.78 0.20 –0.40 –0.24 0.06 –0.69 0.42 –0.85

2 1360056382 0.0312 0.96 0.14 –0.54 0.77 –0.91 0.98 –0.97 0.76 –0.54 0.17

3 3958278664 0.0312 0.98 0.29 –0.46 0.78 –0.74 0.87 –0.69 0.57 –0.29 0.07

4 4146441910 0.0312 0.97 0.95 –0.19 0.64 0.25 0.15 0.75 –0.24 1.00 –0.38

5 1489233634 0.0311 0.96 0.22 –0.15 0.59 –0.42 0.72 –0.43 0.58 –0.18 0.25
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чайных чисел, названных «рессора» и «пружина». Пред-
ставим наборы случайных чисел в виде roll-матриц 9х9, 
где каждая строка последовательно свёрнута по  кругу 
на одно значение:

Значения физической характеристики связанности q 
в строках и столбцах каждой из roll-матрицы совпадают 
между собой. Рулонная матрица соответствует поворот-
ной матрице в  пространстве допустимых причинно-
следственных связей, демонстрирующая инвариант-
ность задачи относительно выбора точки отсчёта 
событий в отсутствии управляющих параметров. 

Форма кривой распределения значений определите-
лей roll-матрицы наборов случайных значений обладает 
асимметрией, что указывает на  неполноту описания 
в  системе и  требует включения обратных roll-матриц. 
Каждому набору случайных чисел соответствует прямая 
и  обратная roll-матрицы. Таким образом, нарушение 
принципа причинности размораживает дополнитель-
ную степень свободы, которая содержится в наборе слу-
чайных чисел. Представляется важным отметить, что об-
ратная к roll-матрицы топологии рессоры соответствует 
топологии пружины, и наоборот. Набор случайных чисел 
подобен магниту, который состоит из двух неразрывных 
полюсов. С учётом удвоения выборки, кривая распреде-
ления по  значениям индекса связанности q становится 
степенной. Чем больше чисел в случайном наборе M( ), 
тем более редким событием становится критичность. 

Процесс детонации моделируется чередованием на-
боров случайных чисел с  высокой и  низкой связанно-

стью, а  именно, перемножением соответствующих roll-
матриц. В строках и столбцах результирующей матрицы 
значения связанности совпадают между собой, как 
и в сомножителях исходных roll-матриц. При этом ради-
кально меняется характер распределения индекса свя-
занности при возведении в степень или перемножении 
roll-матриц наборов случайных чисел, имитирующие 
неупругие столкновения и приводящие к эффекту мод-
жари: убывающий степенной характер распределения 
сменяется на  взрывной рост критичности в  конце рас-
пределения. В распределении растёт доля упорядочен-
ных наборов с  предельно высокой и  низкой связанно-
стью. Перемножение roll-матриц приводит к взрывному 
росту упорядоченности или, другими словами, самоор-
ганизованной критичности из хаоса наборов случайных 
чисел. 

Существующие исследования в  области детонации 
нацелены на  объяснение экспериментальных явлений, 
в рамках же настоящей публикации по численному мо-
делированию под процессом детонации понимается ма-
тематический алгоритм возникновения упорядоченно-
сти из хаоса. Алгоритм детонации индекса связанности 
включает в себя: 

1. Определение физической характеристики слож-
ной системы в виде индекса связанности q (12–14), 
который характеризует переход от хаоса к упоря-
доченности. 

2. Сопряжённость, возникающая из  нарушения 
принципа причинности, в представлении набора 
случайных чисел в  виде прямой и  обратной roll-
матриц;

3. Моделирование неупругих взаимодействий (сли-
яние, поглощения) через степень или перемноже-
ние roll-матриц.

При этом конструкции для индекса связанности q 
и  roll-матриц не  имеют соответствующих физических 
аналогов в  привычном пространстве целой размерно-
сти и  с  выполнением принципа причинности. С  другой 
стороны, по факту признанная универсальность процес-
сов SOC , масштабная инвариантность, отсутствие управ-
ляющих факторов, негауссовость или степенной закон 
распределения не  признаются интуитивно понятными 
и привычными. 

По сути, сверх того, что заложено в  исходных пред-
ставлениях математического формализма нарушения 
принципа причинности, основным результатом явля-
ется взрывной рост критичности при возведении в сте-
пень или перемножении roll-матриц. Численное модели-
рование детонации оказывается возможным благодаря 
удивительному свойству roll-матрицы: при возведении 
в степень или многократного перемножения roll-матриц 
произвольного набора случайных чисел возникает, пре-
имущественно, топологическая форма или пружины, или 

Таблица 3. 
Roll-матрица ГСЧ №1862618432, рессора

–0.90 –0.91 –0.58 –0.05 0.45 0.65 0.45 –0.06 –0.55

–0.55 –0.90 –0.91 –0.58 –0.05 0.45 0.65 0.45 –0.06

–0.06 –0.55 –0.90 –0.91 –0.58 –0.05 0.45 0.65 0.45

... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ...

–0.91 –0.58 –0.05 0.45 0.65 0.45 –0.06 –0.55 –0.90

Таблица 4. 
Roll-матрица ГСЧ №3194684329, пружина

0.47 –0.78 0.20 –0.40 –0.24 0.06 –0.69 0.42 –0.85

–0.85 0.47 –0.78 0.20 –0.40 –0.24 0.06 –0.69 0.42

0.42 –0.85 0.47 –0.78 0.20 –0.40 –0.24 0.06 –0.69

... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ...

–0.78 0.20 –0.40 –0.24 0.06 –0.69 0.42 –0.85 0.47
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рессоры. При этом перемножение roll-матриц интерпре-
тируется в качестве реакции слияния, поглощения. 

В трехмерном пространстве наложение причинно-
следственной инвариантности на вращательную симме-
трию приводит к  механизму масштабно инвариантной 
природной центрифуге спиральной формы, с  сепара-
цией областей предельно высокой и предельно низкой 
связанности. Таким образом, топология пространства 
с нарушением принципа причинности или, точнее, при-
чинно-следственной инвариантностью относительно 
выбора начала отсчёта событий способна обладать ди-
намическими свойствами. 

2. Вычислительный метод для связанности q  

В развитии идей [24] предлагается [28] пример по-
строения фрактального многообразия в  одномерном 
евклидовом пространстве на основе фрактала пыль Кан-
тора. Сам фрактал пыль Кантора является фрактальным 
«однообразием». 

Ключевым шагом в предлагаемом подходе является 
алгоритм построения фрактального многообразия — 
нового математического объекта в  простейшем случае 
одномерного евклидова пространства. При этом учиты-
вается требование причинно-следственной инвариант-
ности (2) в окрестности критичности. 

Фрактал пыль Кантора или геометрическая прогрес-
сия (в  классическом фрактале множества Кантора 
q = 2 3/ ) имеет символическую форму: 

F q q q q q q q�� � �~1 1 1 1 12 3� �( ) � �( ) � �( ) � �( ) �(3)

Для построения фрактального многообразия пред-
ложен следующий способ: фрактальное многообразие, 
например, для M = 5 произвольного набора из  пяти 
упорядоченных чисел ai имеет вид:
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Важно, что с  каждым фрактальным циклом m, где 
m ® � , новое значение ai появляется исключительно 
из ограниченной выборки данных M, затем далее по зам-
кнутому контуру. Число разбиений топологического ша-
блона обозначено M. Таким образом, возникает замкну-
тый контур в  одномерном пространстве из-за 
требования причинно-следственной инвариантности 
(2). Различаются левое и правое направления контура. 

В общем:

a a M a q
q

q ai
R

i M
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M
k

mod k i
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л
к
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Аналогично, для a a Mi
L
 ,( ) , получается следующее:

a a M a q
q

q ai
L

i M
k

M
n k

mod k i M
 , ,( ) = � �

� ( )й

л
к

щ

ы
ъ+

=

�
+ +( )е1

1 1
1

1      (6)

Здесь и  далее обозначения в  приложении Mathcad 
из-за специфической функции mod , которой не удалось 

найти аналог. Множества a a M a a Mi
R

i
L , ,( ) � ( ){ }  и 

a a M a a Mi
R

i
L , ,( ) + ( ){ }  являются фрактальными много-

образиями, которые представляют собой первый по-
строенный пример фрактального многообразия. Выра-
жение для индекса связанности q выглядит следующим 
образом: 

q a M
S a M
N a M

a a M a a M

a a

i

M
i
R

i
L

i

M
i
R

,
,

,

, ,

,
( ) =

( )
( )

=
( ) � ( )( )=

=

е
е

0

2

0

 

 MM a a Mi
L( ) + ( )( ) ,

2   (7)

Как уже отмечалось, индекс связанности q не имеет 
аналога в  пространствах целочисленной размерности. 
Значение q, в  данном случае одномерного евклидова 
пространства, является новой геометрической характе-
ристикой фрактала, называемой индексом связности 
и  введенной для описания топологии фрактального 
множества [24]. Формула для связанности тестировалась 
в  задачах сжатия изображений и  распознавания обра-
зов в сфере информационных технологий в представле-
нии SNR, отношение сигнала S к шуму N . Замкнутый кон-
тур в  одномерном пространстве является ключевой 
особенностью в построении формулы для индекса свя-
занности q.

В большинстве задач, решаемых в  измерительной 
технике, радиолокации, астрономии, оптической связи, 
локации, навигации, телевизионной автоматике и  мно-
гих других весьма широких областях науки и  техники, 
одной из  основных и  сложных проблем является про-
блема выбора количественного критерия (SNR) помехоу-
стойчивости устройств, систем и комплексов. Представ-
ляет актуальность решение задачи определения 
объективного критерия распознавания сигналов и объ-
ектов при наличии шума или помех. Например, учитывая 
фрактальность сложных сигналов [28]. Отношение сиг-

(4)
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нала к  шуму является фундаментальной концепцией 
в  машинном обучении информационных технологий. 
Таким образом, ожидается перспективным применение 
формулы для связанности q (7) к задачам отношения сиг-
нал/шум SNR.

Отметим инвариантность формулы (7) от  числа раз-
биений M для множеств значений функции Гаусса и Бес-
селя для достаточно больших значений M. Полученный 
результат устанавливает новый математический крите-
рий для гауссовых данных, что является интересным 
свойством для применений в задачах SNR.

Существенным недостатком представления (5)–(7) 
для индекса связанности в квадратичной форме являет-
ся возможность вычислений только в  аналитическом 
виде для небольших по размеру наборов данных с про-
извольным значением q. Заметим для дальнейшего, что 
при q = 0 � раскрывается неопределённость 0 0/  в фор-
муле для SNR. 

Приводятся без вывода формулы для q в матричной 
форме:
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где:

f i j q
q

q
M

mod j i M M, ,( ) = �
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1 1

1 .               (11)

Формулы (8)–(11) эквивалентны формулам (5)–(7) 
и  позволяют построить алгоритм обработки больших 
наборов данных в стандартных языках программирова-
ния.

В нулевом приближении значение q принимается 
равное нулю, а в следующих приближениях необходимо 
уже будет учитывать перенормировку q n( ). 

q = S
N,                                        (12)

где
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a a a a a aM M M M� �� + � +( )2 1 0 14 6 4 ;           

Из определения индекса связанности q следует инва-
риантность относительно любого линейного преобразо-
вания для ai вида: a ca bi i

 = + , значит, для индекса свя-
занности q будет выполняться требование 
инвариантности относительно линейного преобразова-
ния (1), а  требование причинно-следственной инвари-
антности (2) уже заложено в механизм построения фрак-
тального многообразия в  виде замкнутого контура 
размерности M для шаблона. Для вычислений значений 
индекса связанности в  таблицах предыдущего раздела 
статьи использовались формулы (12-14). 

Значение данной статьи состоит не столько в концеп-
ции искусственного интеллекта в  виде алгоритма пре-
вращения хаоса в порядок, не выделяя интеллект от по-
добных физических процессов SOC  (сердцебиения, 
землетрясения и т.п.), сколько в математическом выводе 
и уникальных свойствах формулы (7) для связанности q. 

3. Метод фрактального многообразия 

Основным результатом, на который опирается метод 
фрактального многообразия является инвариантность 
формулы (7) от числа гранулирования M для множества 
значений функции Гаусса. 

Для полуволны ai
i

M
= ж

и
з ц

ш
чsin p , используя в вычисле-

ниях предварительную аппроксимацию для достаточно 
больших значений M, выражение q �имеет вид:

S M q
q q q

M
q,( ) »

�( ) +( )
�

+ +( )
2 4 2

21 1

3
2 1 4p       (15)

N M q
q q q

M
q,( ) »

�( ) +( )
�( )

+ +( )
2 2 2

2
21 1

3
2 1 4p       (16)

и

q M q q M M,( ) = � ( )( ) �( )1 3
2

               (17)

Требование ренорм-инвариантности q M q,( ) кото-
рое приближает негауссовые данные к гауссовым:

d
dM

M q Mq , ( )( ) = 0                             (18)
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Решение дифференциального уравнения имеет вид:

q M
M

( ) = �
�

1
3

m                                (19)

Для больших значений M, асимптотика параметров 
длины фрактальных многообразий ((15), (16)) для полу-
волны имеет вид:

l M l MS N~ ~
� �3

2
3
2��и                           (20)

Фрактальная размерность Хаусдорфа согласно Кол-
могорову для фрактальных многообразий, построенных 
с учетом направления прохождения замкнутого контура 
из M чисел, равна:

D
M

lM min

= �
( )

( )
й

л
к

щ

ы
ъ =

®
lim

ln

ln�

2
3

                      (21)

Таким образом, набор значений, принимаемых три-
гонометрическими функциями, образуют фрактальное 
многообразие размерности D = 2 3/ . Другими слова-
ми, во фрактальном пространстве D = 2 3/  тригономе-
трические функции становятся гауссовыми. 

Среднее значение как для гауссовых чисел: 

lim sin .
M

i

M

M
i

M® =
е ж

и
з ц

ш
ч

й

л
к

щ

ы
ъ = »

�

1 2 0 64
0

p
p

               (22)

Отличается от  среднего значения по  Колмогорову 
для D = 2 3/ .

lim sin .
/

M
i

M D D

M
i
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и
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ш
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ш
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1 0 60
0
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p                   (23)

Метод фрактального многообразия позволяет найти 
минимальную длину lmin в формуле (12) для определения 
фрактальной размерности с учётом (11) и сделать уточ-
нение в вычислении среднего значения для l ME ~ �1. По-
луволна в степени p, для целых p больше одного, порож-
дает фрактальное многообразие размерностью 
D = 2 5/ , которое является наименьшим из обнаружен-
ных измерений размерности фрактальных многообра-
зий. 

В качестве иллюстрации метода фрактального много-
образия приводятся расчеты для биномиальных коэф-
фициентов, близких к множеству Гаусса, нормированных 
на асимптотику:

a M M
i M ii

M=
�( )

й

л
к

щ

ы
ъ�2

2
p !

! !
                      (24)

Для достаточно больших значений M, асимптотика 
индекса связанности q имеет вид:

S M q
q q

M
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Ренормгрупповое уравнение q M( ):

q M
M

M
( ) =

+ �
+ +

2 1 3

2 1 3

m
m

                      (28)

В результате, фрактальная размерность для биноми-
нальных коэффициентов составляет D = 4 5/ , незначи-
тельно отличаясь от  размерности множества точек 
функции Гаусса D = 1.

Метод фрактального многообразия позволяет точ-
нее определить такую хорошо известную характеристи-
ку структуры, как среднее значение, используя в  каче-

стве инструмента меньший масштаб l M~
�3

2 (для 
тригонометрических функций) по сравнению с евклидо-
вым масштабом l ME ~ �1 и  идентифицировать каче-
ственно новую структурную характеристику — степень 
взаимной корреляции данных или степень коллективно-
го состояния данных, определяемого индексом связан-
ности q. 

Особенность обнаруженного свойства заключается 
в  том, что не  все характеристики дифференцируемых 
функций определяются исключительно бесконечно ма-
лой окрестностью. Эффект взаимной корреляции 
в ближних и дальних порядках проявляется на «микроу-

ровне» (l M~
�3

2 для полуволны). 

Таким образом, появление зависимости индекса свя-
занности q от числа гранулирования M для негауссовых 
данных объясняется характером взаимной корреляцией 
негауссовых данных в  ближнем и  дальнем окружении. 
Из приведённых в разделе примеров, взаимная корре-
ляция негауссовых данных в меньшей степени, чем для 
множества данных функции Гаусса. 

4. Широкий взгляд на принцип причинности 

Применение правил причинно-следственной инва-
риантности (2) и формулы для связанности (7) может ещё 
не  создавать барьер понимания в  отношении модели 
с  генератором случайных чисел. Вместе тем, подобное 
применение вряд ли окажется интуитивно понятным 
для экспериментальных значений магнитуды землетря-
сений или интенсивности в  электрокардиограмме, то 
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есть в  отношении данных строго упорядоченных 
по внешней к процессу SOC  шкале времени.

Принцип причинности — один из  самых общих фи-
зических принципов, устанавливающий допустимые 
пределы влияния событий друг на  друга. Эмпирически 
установленный принцип, справедливость которого нео-
провержима на сегодняшний день, но нет доказательств 
его универсальности. При этом неявно предполагается 
существование самого функционального подхода, спо-
собного хотя бы в принципе описывать влияние событий 
друг на друга. 

Предлагается широкий взгляд на принцип причинно-
сти с привязкой к управляющим факторам, инициирую-
щих сам процесс — если нет управляющих факторов, то 
нет и принципа причинности. Без привязки к управляю-
щим параметрам не представляется возможным матема-
тически формализовать в  функциональном подходе 
принцип причинности по отношению к процессу само-
организации. Нарушение принципа причинности огра-
ничено областью критичности. Как уже отмечалось, са-
моорганизованная критичность возникает при 
обнулении управляющего фактора [1]. Таким образом, 
нарушение принципа причинности допустимо ожидать 
в событиях при обнулении ключевого управляющего па-
раметра в процессах SOC  и исключительно в окрестно-
сти критичности. 

Частое упоминание управляющего фактора, иниции-
рующий процесс, обязывает сделать отсылку в область 
научного менеджмента — как в  менеджменте рассма-
тривается обнуление управляющего фактора. Иерархия 
создаёт порядок в  стабильном внешнем окружении, 
а  культура создаёт самоорганизацию без лидера в  не-
стабильном внешнем окружении. Таким образом, неста-
бильное внешнее окружение соответствует обнулению 
управляющего фактора, что и приводит к самоорганиза-
ции, как это представлено в модели «циклов усиления» 
Джерри Джонсона [29] и показано в кейсе [30]. 

5. Выводы 

Для процессов самоорганизованной критичности 
предложен альтернативный оптимизации метод топо-
логических шаблонов, когда достижение критическо-
го состояния определяется не  экстремумом целевой 

функции, а укладкой данных в топологические шаблоны. 
При этом привычный функциональный подход подменя-
ется генератором случайных чисел, а неопределённость 
формализма причинно-следственной связи реализуется 
в правилах инвариантности (2), которые допускают соз-
дание топологических шаблонов. 

Метод топологических шаблонов основан на форму-
ле для новой физической характеристики процессов 
SOC  — индекса связанности q (12–14). Индекс связанно-
сти не имеет аналога в пространствах целой размерно-
сти, а на качественном уровне обратно пропорционален 
числу возможных степеней свободы в системе. Для при-
ложений в  сфере машинного обучения информацион-
ных технологий, измерительной технике, пеленга и  ло-
кации, где существует проблема выбора объективного 
количественного критерия помехоустойчивости 
устройств, используется название SNR, отношение сиг-
нала к шуму. Индекс связанности q или SNR инвариантен 
относительно любых линейных преобразований исход-
ных данных, а  для дискретных множеств данных функ-
ций Гаусса и Бесселя не зависит от числа гранулирова-
ния.

В литературе по  SOC  традиционно обращается вни-
мание только на лавинообразные участки пиковой свя-
занности, то есть на  участки минимальной энтропии. 
В расчётах найдены два сопряжённых участка критично-
сти — пиковой связанности и релаксации. 

Нарушение принципа причинности, а именно, инва-
риантность относительно выбора первоначального со-
бытия, приводит к новой форме для набора случайных 
чисел в виде roll-матрицы с совпадающими по строкам 
и столбцам значениями индекса связанности. Перемно-
жение roll-матриц, интерпретируемое как последова-
тельность поворотов в  пространстве причинно-след-
ственных связей в  неупругих столкновениях, приводит 
к детонации, взрывному росту критичности. 

В предлагаемом подходе на  вопрос «как из  хаоса 
рождается порядок?» дается направление для ответа, 
опираясь на  нарушение принципа причинности в  от-
сутствии управляющих факторов. Приводится математи-
ческий формализм взрывного роста числа критических 
или упорядоченных состояний из хаоса наборов случай-
ных чисел. 
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