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Аннотация. В данной статье представлено решение обратной задачи кине-
матики для трехзвенных антропоморфных манипуляторов с 7-ю степенями 
подвижности на  примере отечественных роботов серии AR-601, SAR-401, 
Fedor.

Для решения разработана математическая модель поиска оптимальных 
углов Эйлера для двигателей трехзвенного антропоморфного манипулятора 
по заданным координатам узловых точек. Данные углов приведены в ма-
тричный вид представлением Денавита-Хартенберга. Получение оптималь-
ных значений по  критерию минимизации энергопотребления достигается 
за  счет решения задачи нелинейной оптимизации методом обобщенного 
приведенного градиента.
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ный приведенный градиент.

Введение

С овременный период научно-технического раз-
вития в  мире характеризуется непрерывным 
ростом спроса на  робототехнические техноло-

гии. В  2000  году мировые продажи роботов состави-
ли около 100000 единиц. Уже к 2014 году этот показа-
тель превысил отметку в 200000 единиц, а в 2017 году 
рынок вырос еще до  340000 единиц [1;2]. Данные 
тенденции развития робототехники обусловлены 
необходимостью замены человеческого труда в потен-
циально опасных областях деятельности, сопровожда-
емых угрозой причинения вреда здоровью человека. 
Для частичной или полной замены человека необхо-
дим высокий уровень развития робототехнических 
систем, включающий в себя как программную, так и ап-
паратную составляющую робота. Таким образом, перед 
исследователями стоит ряд задач повышения эффек-
тивности использования модулей антропоморфного 

робота, к  которым можно отнести и  исполнительные 
устройства — манипуляторы.

Для использования манипуляторов робота идет по-
стоянная разработка и модификация системы управле-
ния движением [3]. К  показателям эффективности дан-
ной системы относится скорость выполнения операций, 
точность и  энергоэффективность. Инструментарий си-
стемы управления основан на методах решения прямой 
и обратной задачи кинематики.

Современные методы решения прямой и обратной за-
дачи кинематики манипуляторов не используют комплекс-
ный подход, и  чаще направлены на  поиск допустимого 
решения задачи, а не оптимального [4]. Поэтому, для обе-
спечения высоких показателей эффективности использо-
вания антропоморфных манипуляторов, необходима раз-
работка методов решения обратной задачи кинематики 
с использованием оптимизационных алгоритмов [5;6].
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В  данной статье приведено решение обратной за-
дачи кинематики манипуляторов с  критерием миними-
зации энергопотребления. Для этого была разработана 
математическая модель поиска оптимальных углов Эй-
лера для двигателей трехзвенного манипулятора с  7-ю 
степенями подвижности на основе решения задачи не-
линейной оптимизации.

Постановка задачи

Пусть M — манипулятор антропоморфного робота, 
состоящий из 3-х звеньев с 7-ю степенями подвижности 
(рисунок 1). Приведенная геометрическая схема подоб-
на схеме руки человека.

Согласно рисунку 1 расстояния li, i = 1, ..., 
3 — длины звеньев манипулятора M; точки A, B, C, 
D — плечевой, локтевой, лучезапястный и  кисте-
вой узлы манипулятора соответственно, таким об-
разом звеньям AB, BC и СD соответствуют рассто-
яния l1, l2, l3; αA, αB, αC — углы Эйлера двигателей для 
поворота звеньев l1, l2, l3  манипулятора M по  оси 
OX; βA, βB, βC  — углы Эйлера двигателей для поворо-
та звеньев l1, l2, l3 манипулятора M по  оси OY; γA —  
угол Эйлера двигателей для поворота звена l1 манипу-
лятора по оси OZ.

Задача поиска углов Эйлера для двигателей мани-
пулятора M заключается в  расчете неизвестных углов 
αA, αB, αC, βA, βB, βC, γA, на которые необходимо сместить 
(вращать) звенья для достижения точки эффектора, при 
заданных значениях длин l1, l2, l3  и заданных координа-
тах плечевого и кистевого (конечного) узла манипулято-
ра A = (xA; yA; zA); D = (xD; yD; zD).

Разработка математической модели

Составим математическую модель перевода коор-
динат узловых точек манипулятора с  7-ю степенями 
подвижности, имеющего кинематическую схему, по-
добную схеме руки человека в углы Эйлера для его зве-
ньев.

Матрица координат звеньев манипулятора имеет 
вид:

. (1)

В  силу специфики геометрической схемы, с  некото-
рыми вводимыми допущениями, методами аналитиче-

Рис. 1. Схема трехзвенного манипулятора антропоморфного робота с 7-ю степенями подвижности
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ской геометрии возможно однозначное нахождение 
по данным координатам и геометрической схеме углов 
Эйлера для соответствующих звеньев.

Пусть изначально весь манипулятор «вытянут» вдоль 
оси Ox так, что ось вращения локтевого сустава направ-
лена вдоль оси Oz, а «ладонь» манипулятора повернута 
в направлении, противоположном оси Oy, как показано 
на рисунке 2.

Для описания вращения звена AB воспользуемся си-
стемой углов Эйлера с последовательностью z – x’ – z’’.

Рассмотрим плоскости вращения звеньев манипуля-
тора. Т.к каждая плоскость имеет две нормали, назовем 
«положительной» ту  из  них, вращение вокруг которой 
в  положительном направлении соответствует положи-
тельному направлению углов Эйлера и  обозначим её 
символом «*».

В  случае, если векторы A→B и  B→C неколлинеарны, 
нормаль плоскости собственного вращения звена AB 
можно найти по следующей формуле:

n→ABγ = A→B×B→C

Если векторы A→B и B→C коллинеарны, для минимиза-
ции энергопотребления нормаль можно принять рав-
ной:

n→ABγ = i→×B→C

В случае, если помимо коллинеарности между собой, 
A→B и B→C также коллинеарны с осью Ox, плоскость вра-
щения совпадает с плоскостью прецессии (xOy):

n→ABγ = k→

Найдем «положительную» нормаль:

 (5)

Вектор нормали для плоскости нутации:

n→ABβ = n→ABα×n→ABγ (6)

В случае, если n→ABα иn→ABγ коллинеарны, n→ABβ = i→ .

Выбор «положительной» нормали:

 (7)

После определения векторов «положительных» нор-
малей можно в единообразной манере определить все 
три угла по следующим формулам:

 (8)

Рис. 2. Исходное положение манипулятора
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 (9)

 (10)

 (11)

 (12)

 (13)

Найдем углы Эйлера для звена BC. Исходя из враще-
ния звеньев AB и BC очевидно, что αBC = αAB и βBC = βAB.

Для нахождения угла собственного вращения вос-
пользуемся формулами, аналогичными полученными 
ранее:

      (14)

Для описания вращения звена CD удобнее восполь-
зоваться последовательностью углов Эйлера x –y’ – z’’, 
также известной, как система крен (α) — рысканье, (β) — 
тангаж (γ).

В отличие от пары звеньев AB и BC, на данное звено 
не накладываются никакие ограничения, таким образом, 
имеется бесконечное множество решений. Упрощенно 
примем, что двигатель крена, как самый энергозатрат-
ный, не  должен включаться в  работу, таким образом, 
угол крена звена CD (αCD) равен углу нутации предыду-
щего звена BC (βBC).

Нормаль плоскости крена совпадает с ортом оси Ox: 
n→CDα* = i→

Нормаль плоскости рысканья:

n→CDβ* = (cos(αCD ), sin (αCD), 0). (15)

Вектор нормали плоскости тангажа:

n→CDγ = n→CDβ× C→D (16)

 (17)

«Положительная» нормаль плоскости тангажа:

n→CDγ * = n→CDβ× C→D1 (18)

Определим углы рысканья (βCD) и тангажа (γCD):

 (19)

 (20)

Аналогично можно найти углы крена рысканья и тан-
гажа вектора B→C, с  той лишь разницей, что угол крена 
определен и равен углу нутации.

Полученные углы Эйлера справедливы для незави-
симого движения звеньев, однако, так как они связаны 
в  кинематическую цепь, вращение предыдущего звена 
передается последующим. Таким образом, в  двигатели 
должны передаваться разницы между углами при неза-
висимом движении:

 (21)

где αi, βi, γi — углы Эйлера для приводов в-м сочле-
нии; αIJ, βIJ, γIJ — углы прецессии, нутации и собственно-
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го вращения звена IJ, соответственно; α*
IJ, β*

IJ, γ*
IJ  — углы 

крена, рысканья и тангажа звена IJ, соответственно.

Таким образом, представленная модель позволяет 
вычислить углы Эйлера звеньев манипулятора по задан-
ным координатам узловых точек.

Для некоторых приложений полученных координат 
может потребоваться матричное представление Дена-
вита-Хартенберга данной кинематической схемы.

Для получения матрицы преобразования A0
A из систе-

мы координат сочления A в глобальную систему коорди-
нат необходимо выполнить элементарные вращения со-
гласно последовательности z – x’ – z’’ углов Эйлера (22).

Аналогичные преобразования из  системы коорди-
нат сочления B в координаты сочления A и из системы 
координат сочления C в систему координат сочления B 
имеют вид (23), (24).

Для получения матрицы преобразования из системы 
координат сочления С в глобальную систему координат 
необходимо последовательно применить приведенные 
выше преобразования:

. (25)

Таким образом, по результатам расчета будут получе-
ны углы Эйлера двигателей для поворота звеньев мани-
пулятора

 (26)

Произведем вычисление углов ориентации звеньев 
манипулятора. Для этого решим задачу нелинейной оп-
тимизации. Рассмотрим один из возможных методов — 
метод обобщенного приведенного градиента.

Метод обобщенного приведенного градиента (ОПГ) 
это численный метод нелинейной оптимизации. Он яв-
ляется развитием метода приведенного градиента и ис-
пользуется для решения задач нелинейного программи-
рования при нелинейных функциях-ограничениях.

Метод ОПГ используют если задача нелинейного 
программирования задана в  виде минимизации неко-
торой функции F(x) при условиях 
, . В  методе различают две груп-
пы переменных: подмножество базисных переменных 

 и  подмножество небазисных, или неза-
висимых переменных . Данный метод 
нелинейной оптимизации построен таким образом, что 
базисные переменные неявным образом определяются 
через независимые.

Основная идея метода ОПГ состоит в том, чтобы со-
кратить размерность задачи путем исключения зави-
симых (базисных) переменных и применить метод при-
веденного градиента для определения направления 
спуска и  в  качестве критерия при установлении опти-

        (22)

                         (23)

         (24)
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мальности. Для решения поставленной задачи методом 
ОПГ воспользуемся надстройкой «поиск решения» паке-
та Microsoft Office Exсel.

Целевая функция для задачи нелинейной оптимиза-
ции формируется из условия минимального энергопотре-
бления двигателей при повороте звеньев манипулятора.

В формуле представлен вид усредненных показатели 
мощности потребляемого электрического тока для дви-
гателей шарниров.

 (27)

Целевая функция оптимизации выводит суммарную 
потребляемую мощность двигателей при выполнении 
перемещения манипулятора в заданную точку.

Таблица 1. Координаты исходного и конечного положения звеньев манипулятора
Исходное положение, координаты

A1 B1 C1 D1

X 0,000 1,000 2,000 3,000

Y 0,000 1,000 2,000 3,000

Z 0,000 1,000 2,000 3,000
Конечное положение, координаты

A2 B2 C2 D2

X 0,000 B2_X C2_X 2,000

Y 0,000 B2_Y C2_Y 2,000

Z 0,000 B2_Z C2_Z 2,000

Таблица 2. Углы Эйлера для двигателей манипулятора  
в начальном и конечном положении, и их разница

Углы Эйлера для двигателей в начальном положении
Альфа Бета Гамма

AB 0,000 45,000 54,736 (z-x-z)

BC 0,000 0,000 0,000 (z-x-z)

CD 0,000 0,000 0,000 (x-y-z)
Углы Эйлера для двигателей в конечном положении

Альфа Бета Гамма

AB_1 (z-x-z)

BC_1 (z-x-z)

CD_1 (x-y-z)
Изменения углов Эйлера для двигателей

Альфа Бета Гамма

AB

BC

CD

Таблица 3. Усредненная потребляемая мощность двигателей
Усредненная потребляемая мощность двигателей

Pуср P_1 P_2 P_3 P_4 P_5 P_6 P_7

N 5 3 4 5 7 4 7
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 (28)

Ограничениями выступают равенства векторной 
длины звеньев к исходной длине звеньев манипулятора.

В  ходе решения системы нелинейных уравнений 
на выходе получаем оптимальные значения углов Эйле-
ра для двигателей манипулятора.

Рассмотрим предложенную математическую модель 
на практике. Для этого воспользуемся пакетом поиск ре-
шения Microsoft Office Exсel.

В таблице 1 отображены координаты исходного и ко-
нечного положения звеньев манипулятора. Серым цве-
том выделены задаваемые параметры, темно-серым — 
изменяемые.

В таблице 2 отображены углы Эйлера для двигателей 
манипулятора в начальном и конечном положении, и их 
разница. Данные значения вычисляются по  формулам 
(2–26). Серым цветом обозначены ячейки с полученным 
результатом для двигателей.

В  таблице 3 отражена усредненная потребляемая 
мощность двигателей (27).

Рис. 3. Запуск надстройки «Поиск решения»

Рис. 4. Данные о изменении углов Эйлера для двигателей, удовлетворяющие условиям поиска
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Целевая функция имеет вид согласно формуле (28). 
Таким образом запустим надстройку «поиск решения» 
(рисунок 3) для поиска углов Эйлера для двигателей со-
гласно начальным данным, отображенным желтым цве-
том в таблице 1.

В результате поиска решения задачи нелинейной оп-
тимизации получены данные о изменении углов Эйлера 
для двигателей, удовлетворяющие условиям поиска (ри-
сунок 4).

Полученные экспериментальные данные являются 
решением обратной задачи кинематики манипулято-
ра с  критерием минимизации энергопотребления. Ми-
нимум целевой функции равен 1045,517585 условных 
единиц. Т.е. при перемещении манипулятора из  одно-
го положения в  другое, минимально будет потрачено 
1045,517585 условных единиц энергии. При этом двига-
тели манипулятора необходимо развернуть на  расчет-
ное количество градусов, отображенных в таблице 4.

Разработанная математическая модель произ-
водит поиск оптимальных углов Эйлера для двига-
телей трехзвенного манипулятора с  7-ю степенями 
подвижности на  основе решения задачи нелиней-
ной оптимизации. Особенность модели заключается 
в нахождении оптимальных значений углов поворота 
двигателей манипулятора с  учетом критерия мини-
мизации энергопотребления, без потери точности 
решения и незначительных потерях скорости выпол-
нения целевых операций. Данная модель универ-
сальна и  может быть адаптирована под манипулято-
ром, отличающийся количеством звеньев и степеней 
подвижности. Также возможно изменение целевой 
функции на другой критерий, например, скорость вы-
полнения операций.

Модель проста в ее программной реализации и мо-
жет являться частью комплекса автоматической систе-
мы управления мобильным роботом с антропоморфным 
манипулятором.
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Таблица 4. Расчетные значения углов Эйлера для двигателей манипулятора
Изменение углов шаговых двигателей

Альфа Бета Гамма

AB 1,972 21,923 7,972

BC 0,000 0,000 26,504

CD 0,000 0,000 -112,306


