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Аннотация. Рассмотрена аппроксимация двух дискретных последовательностей между детерминированными осно-
вами которых существует аналитическая связь. Учет аналитической связи позволяет повысить вероятность обнаружения и 
качество фильтрации радиолокационного и навигационного сигнала. Показано сравнение результатов сплайн-аппроксимации 
корреляционных последовательностей классическим и предложенным методами.
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Abstract. The approximation of two discrete sequences between determinated bases with analytical relation has been reviewed. 
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В
ступление. В данной работе рассматривает-
ся аппроксимация не одной, а двух зашум-
ленных дискретных последовательностей 

между детерминированными основами, которых су-
ществует аналитическая связь. Учет аналитической 
связи позволяет повысить качество фильтрации и 
обнаружения сигнала по сравнению с классически-
ми методами. Теоретические разработки возникают 
из практических задач радиолокации и спутниковой 
навигации.

Анализ последних исследований и публика-
ций. Для возобновления дискретной измерительной 
информации, как аппроксимирующие, обычно приме-
няются полиномиальные сплайновые функции (или 
сплайны), в разработку которых существенную нара-
ботку внесли Дж. Алберг, Е. Нильсон, Дж. Уолш, М. 
П. Корнейчук, Ю. С. Зав’ялов, Б. г. Марченко, В. П. 
Денисюк, М. О. Шутко, О. П. Приставка и другие [1, 
2, 3, 4]. В работах выше указанных авторов сплайны 
разрабатывались для аппроксимации одиночных од-
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нополярных или n-мерных последовательностей. В 
предлагаемой статье в отличие от этого разработана 
сплайн-аппроксимация 2-х зашумленных последова-
тельностей между детерминированными основами 
которых существует аналитическая связь.

Причины возникновения и попытки уменьшения 
влияния помех разной природы на сигналы радиосвя-
зи и спутниковых навигационных систем приводятся 
в литературе [5, 6, 7]. В этих работах автора предла-
гают методы улучшения фильтрации обнаруженного 
сигнала от помех, но они не обеспечивают улучшение 
обнаружения сигналов. В отличие от этих методов раз-
работанный метод позволяет повысить вероятность 
правильного обнаружения сигналов в радиолокации и 
навигации.

Постановка задания. Априорно неизвестные 
отклонения реальных сигналов от идеальной гармо-
ничной модели приводят к значительному падению 
характеристик выявление этих сигналов. Поэтому 
нужно разработать метод, который будет стойким 
к таким отклонениям. Актуальной так же остается 
важная задача решения научно-технической пробле-
мы разработки методов и средств повышения эф-
фективности алгоритмов первичной обработки ра-
диолокационной информации в условиях априорной 
неопределенности относительно распределения сиг-
налов и помех, которая имеет важное практическое 
значение.

Решение поставленного задания. Сплайны в 
ряде ситуаций имеют хорошие аппроксимационные 
свойства, которые обеспечивают минимально возмож-
ную погрешность для решения практически-техни-
ческих задач обработки результатов измерений. Тем 
более при применении сплайнов существенно умень-
шается объем вычислений.

В задачах числовой обработки гармонических 
сигналов, которые содержат случайные составляющие, 
часто необходимо оценить тренды корреляционных 
последовательностей этих сигналов. В классическом 
случае для этого можно использовать комплексные 
сплайны с разным расположением узлов “склейки” в 
зависимости от частоты сигнала [4]. Но такая аппрок-
симация не учитывает аналитическую связь между 

мнимой и действительной частями оценок корреляци-
онных последовательностей

  (1)

где  – объем входной последовательности.
Отметим, что эта связь для каждого временно-

го смещения  является независимой от амплитуды и 
фазы гармоничного сигнала и равняется

  (2)

где  – фиксирована нормируемая частота. В фор-
муле (1) выбрана сдвинутая оценка (дальше оценка) 
корреляционной функции (нормирующий коэффици-

ент , а не ) для уменьшения дисперсии отсче-

тов этой функции при значительных смещениях .
Дальше приведем примеры построения пред-

ложенной аппроксимации. Пусть наблюдается гар-
монический процесс с амплитудой , случайной 
начальной фазой , равномерно распределенной на 
интервале , нормируемой частотой , объ-
емом выборки : 

  (3)

где  – действительная и мнимая со-
ставляющие гаусового белого шума с нулевым сред-
ним и дисперсиями . За формулой (1) найдем 

оценку корреляционной функции . Качественную 
сплайн-аппроксимацию такой последовательности 
построить трудно из-за того, что на десять отсчетов 
приходится четыре колебания. Поэтому сначала про-
ведем интерполяцию данной оценки, а затем по боль-
шему количеству отсчетов рассчитаем аппроксими-
рующие сплайны за классическим и предложенным 
методами.
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На рис. 1 приведена интерполированная пра-
вая часть действительной составляющей оцененной 
корреляционной функции. За счет наличия шума она 
значительно отличается от идеальной (построенной 
в случае отсутствия шума). Классическая сплайн-ап-
проксимация (рис. 1, а) хорошо приближает входную 
последовательность, но никакой новой информации 
о процессе не добавляет. Однако сплайн-аппрокси-
мация, построенная с учетом аналитической связи 
между мнимой и действительной составляющими 
интерполированной оценки корреляционной функции 
(рис. 1, б), наоборот вовсе не приближает эту вход-
ную последовательность, а воспроизводит функцию 
подобную идеальной.

а) классическим ( ) и б) предложенным ( ) 
методами.

В выше приведенном примере для построения 
аппроксимации классическим и предложенным ме-
тодами матрицы планирования рассчитывались для 
одинаково расположенных абсцисс узлов “склейки” 
фрагментов сплайнов.

В этом примере очевидное свойство сплайн-ап-
проксимации с учетом аналитической связи выравни-
вать определенной мерой последовательности, кото-
рые сглаживаются под эту связь.

Для повышения вероятностных характеристик 
выявления спутниковых сигналов на основе моди-
фикации оператора свертки в условиях априорной 

неопределенности относительно многолучевого рас-
пространения сигналов решается научно-техническая 
задача – разработка метода сплайн-аппроксимации с 
аналитическими связями, которая позволяет повысить 
вероятность правильного обнаружения спутниковых 
сигналов в условиях многолучевого распространения 
сигналов.

В реальной ситуации в амплитуде, частоте и 
фазе полученного спутникового сигнала, присутс-
твуют естественные помехи, которые зависят от ста-
бильности передатчика, модели спутника, рассто-
яния к нему, погодных условий и других. Поэтому 
рассмотрим обобщенную модель меандрового сиг-
нала [8]:

 (4)

где  – амплитуда сигнала,  – круговая 
несущая частота,  – несущая частота,  – фаза 
сигнала,  – начало отсчета,  – меандрова ПСП 
дальномерного кода,  – независимые отсчеты нор-
мального шума с нулевыми средними и единичными 
СКО.

Заметим, что при перемножении вектора-столб-
ца, который состоит из отсчетов , на кодовую пос-
ледовательность сигнала получаем отсчеты подин-
тегральной функции  с постоянной амплитудой. 
Значение этой амплитуды зависит от амплитуды , но 
важно, что:

Pиc. 1. Сплайн-аппроксимации корреляционных последовательностей 
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Очевидно, что накопление этих отсчетов происхо-
дит за линейными законами. При постепенном добав-
лении отсчетов  получаем отсчеты первообразной 
функции , значение которой в точке  рав-
няется амплитуде свертки сигнала в своем максимуме. 
Тогда неизменными являются соотношения:

             (5)

Дальше для обобщенной модели меандрового 
сигнала (4) построим метод полиномиального сглажи-
вания последовательностей  и  с наложением 
условий связи (5). Заметим, что хотя отсчеты нормаль-
ного шума  есть независимыми, шумовые состав-
ные последовательности  будут коррелируемыми. 
Полиномиальное оценивание сначала построим для 
двух последовательностей без учета корреляционных 
свойств шумовых составляющих , а затем с по-
мощью обобщенного метода наименьших квадратов 
(ОМНК) их учтем.

Взаимная корреляция между отсчетами  и 
 быстро снижается к нулю, потому в данном ме-

тоде она не учитывается. В реальной ситуации кор-
реляционные свойства полезного случайного сигнала 
учесть невозможно из-за отсутствия достаточной ап-
риорной информации, а корреляционную матрицу для 
фоновых шумов всегда можно оценить численно.

Составим следующий функционал:

 (6)

где:  и  – кубические 
полиномы, которые аппроксимируют отсчеты пер-
вообразной  и подинтегральной  функций; 

 – матрицы планирования (в общем случае они 
могут быть неодинаковыми в результате разного рас-
положения коэффициентов) для полиномов 

 – векторы оцениваемых 
параметров (коэффициенты кубических полиномов).

Минимизируем функционал:  
Запишем функционал  в матричном виде:

 имеет содержание веса (в этом примере ), 
где: матрица 

.       (7)

Обозначим:

 – векторы, ко-
торые состоят из отсчетов первообразной и подин-
тегральной функций;  размер-

ности   

 – векторы коэффициентов 
полиномов.

Дальше обозначим: 

 – матрицы планирования полиному, стол-
бцами которых являются функции формы полинома 

 – нулевая матрица, размерности   – мат-
рица (7). Размерность матрицы  – .

Тогда требования МНК: 

Дальше классическое решение: 

а с учетом корреляции решения обобщенного 
МНК: ,
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где: 

 – матрица, обратная к корреляционной мат-
рице шумовых составляющих ;  – единичная 
матрица, размерности ( ),  – нулевая матрица, 
размерности .

Находим,  – кубические по-
линомы, которые построены уже с учетом аналити-
ческих связей (6).

Эти оценки получены путем полиномиального 
выравнивания часовых последовательностей  и 

 с выполнением условий (5), что отвечают моде-
ли меандрового сигнала (4). Отметим, что выравнивая 
последовательности полезных сигналов, искаженных 
помехами, мы также “выравниваем” последователь-
ности шумовых составляющих в случае отсутствия 
полезной информации.

Построим характеристики предложенного метода 
и классического метода, полученные с помощью ком-
пьютерного моделирования:

Рис. 2. Характеристики обнаружения 
спутникового сигнала на основе: 

а) метода ДПФ, б) предложенного метода

Априорно неизвестные отклонения реальных 
сигналов от идеальной гармоничной модели приводят 
к значительному падению характеристик обнаруже-
ния этих сигналов. Предложенный метод отличает-
ся от известных стойкостью к таким отклонениям. 
Применение данного метода позволяет достичь задан-
ных характеристик спутниковых сигналов с меньшей 
мощностью передатчика.
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Выводы. Совокупность полученных резуль-
татов решает важную научно-техническую про-
блему разработки нового математического метода 
обработки сигналов, использование которого поз-
воляет обнаруживать радиолокационные сигналы 

с высокой вероятностью в условиях априорной 
неопределенности относительно распределения 
сигналов и помех, даже в тех случаях, когда ни 
один из известных методов не позволяет этого 
сделать.
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