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Аннотация. В  данной научной работе проводится численное моделиро-
вание движения электрона в  водородоподобном атоме. Рассматривается 
одновременно и траекторное и волновое движение электрона в атоме во-
дорода. Решается уравнение в частных производных второго порядка с за-
данными граничными и  начальными условиями вытекающие из  метода 
V-функции. Применяя метод разделения переменных и рассматривая ради-
альную составляющую, численно решается обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение второго порядка методом Рунге-Кутта четвертого порядка.
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Согласно методу V-функции [1-3], траекторное дви-
жение объекта, которое описывается сисиемой 
обыковенныхсистема дифференциальных уравне-

ний, 

x f x= ( )                                          (1)

где x t x x xn
T( ) = ј( )1 2, , ,  — вектор фазовых координат, 

x RnО , сопряжено волновым движением, удовлетворя-
ющим уравнению
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где V(x, t) — кусочно-непрерывная,конечная, функция 

(V-функция)(x R t TnО О, ). 

Рассмотрим движение частицы в трехмерном потен-
циальном поле сил в прямоугольной системе координат. 
При условии, что уравнения траектории объекта (1) име-
ют первый интеграл движения, система уравнений (1) 
и  (2), которые полностью определяют траекторно-вол-
новое движение объекта, преобразуются в виду:
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В системе (3) второе уравнение с  учетом первого 
примет вид: 
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Чтобы изучить волновые свойства движе-
ния будем решать уравнение (4) с  начальными ус-
ловиями V x y z, , , ;0 0( ) =  V x y zt , , ,0( ) = const 
и  граничными условиями: V x y z t

M
, , , ;( ) = 0

gradV x y z t C V x y z t
M M

, , , , , ,( ) = ( ) =1 0, которые сле-
дуют из метода V-функции.

Уравнение (4) позволяет разделить переменные
V X x y z T t= ( ) ( )( ), , , в результате получаем следующие 

уравнения
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Если рассматривается движение частицы (элек-
трона) в  кулоновском поле сил (водородоподобный 
атом), в  этом случае уравнение (6) принимает вид 
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Для удобства в  уравнении (7) перейдем к  сфериче-
ской системе координат, (X = RФΘ) и  будем рассматри-
вать уравнение для радиальной составляющей:
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Сделаем в уравнении (8) замену R = u/r, тогда имеем
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Уравнения (9) при (r → ∞) имеет асимптотическое 
решение, тогда его общее решение запишем в  виде 
u c u r c u r e f r e f rk r k r= ( ) + ( ) = ( ) + ( )� +

�
� +1 2

0 0 . Подста-
вив его в (9) при l = 0, получим следующие уравнения:
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Решение уравнения (10) будем искать в виде следую-

щего степенного ряда f r a r rm
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 Уравне-

ние (10) после данной подстановки принимает вид 
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Для случая f+(r) степенной ряд (11) обрывается при 
условии b1 02= k n. Тогда из  этого равенства, учитывая 
связь связи частоты и  энергии 2E = w, вытекающего 
из оптико-механической аналогии [1, 3] находим значе-
ние энергии n-го состояния электрона в  водородопо-
добном атоме
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Поскольку уравнение (9) при ненулевом значении l 
приводит к тем же значениям энергии, что и при l = 0, мы 
можем использовать решение данного уравнения при 
l = 0 для получения решений (9) при соответствующих 
значениях энергии. Произведем преобразование урав-
нения (9) в форму, удобную для численного решения.

d u
dr

k r
r

l l
r

d u
dr

k r
r r

l l

2

2
0
2

0
2

0
2 2

2

2
0
2

0

1

1

+
�

� +( )ж
и
з

ц
ш
ч Ю

Ю +
�

� +(

b
a b

))ж
и
з

ц
ш
ч =

r
u

2
0,

                      (13) 

где r0
0
2

= a
b

. Введем в уравнении (13) безразмерную ве-
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и уравнение (13) принимает вид
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Тогда окончательно из (14) получим следующее уравне-
ние
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Для решения уравнения (15) с начальными условия-
ми u x u x c=( ) = =( ) =0 0 0, ′  был использован метод 
Рунге-Кутты четвёртого порядка. Приближенные значе-
ния в последующих точках находились с использовани-
ем итерационной формулы, специально разработанной 

для данного метода: y y h k k k kn n+ = + + + +( )1 1 2 3 46
2 2 . 

Для вычисления нового значения функции в данном ал-
горитме применяются 4 стадии или этапа. Каждая стадия 
включает в себя необходимые вычисления для получе-
ния приращения функции и  определения следующего 
значения. Такая последовательность стадий обеспечи-
вает точность и надежность численного решения в рам-
ках метода Рунге–Кутта 4–5 порядка:
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Параметр h представляет собой величину шага 
по  оси x. Метод Рунге–Кутты четвёртого порядка точ-
ности, используемый в  данном случае, означает, что 
ошибка на каждом отдельном шаге имеет порядок O(h5), 
а суммарная ошибка на конечном интервале интегриро-
вания имеет порядок O(h4) . Это свидетельствует о высо-
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кой точности и надежности данного метода в численном 
решении уравнения.

С использованием алгоритма, основанного на методе 
Рунге-Кутта четвертого и пятого порядка точности, были 
численно решены все уравнения. Данный алгоритм 
предназначен для определения приращения функции 
и обладает высокой точностью. Результаты выполнения 
алгоритма представлены в виде графиков функций, ко-
торые наглядно демонстрируют полученные значения:

Рис. 1. Стационарное решение для волны электрона  
(n = 1), при l = 1, l = 2, l = 3

В процессе моделирования движения электрона в ку-
лоновском поле сил без учета угловых координат, метод 
V-функции позволяет установить правила квантования 
энергии водородоподобного атома, которые согласуют-
ся с классическими результатами Шредингера и Бора [4, 
5]. Метод V-функции, учитывая начальные и  граничные 
условия, обеспечивает дискретность энергии, что по-
зволяет лучше понять природу волна-частица в сравне-
нии с волновой функцией Шредингера [4].
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