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Аннотация. В статье моделируются этапы нестационарного течения «за-
паздывающей» вязкопластичной среды по наклонной плоскости под воз-
действием силы тяжести с учетом эффекта проскальзывания вдоль твер-
дой стенки. Граница зоны течения на этапах развития и затухания течения 
заранее неизвестна и определяется в процессе решения задачи. Угол на-
клона выбирается таким образом, чтобы с течением времени проявился 
так называемый эффект «проскальзывания» вдоль твердой стенки. Зада-
ча ставится в  рамках пятипараметрической модели Слибара — Паслая, 
позволяющей учесть различие в  поведении материала при нагружении 
и  разгрузке. Возможное «проскальзывание» материала вдоль твердой 
стенки учитывается с помощью модели плавного перехода от прилипания 
к проскальзыванию аналогичной гипотезе проф.  Н.П. Петрова для вязкой 
жидкости. Решение задачи строится с  помощью проекционного метода 
Галеркина с  использованием в  качестве базисных функций ортогональ-
ных полиномов Чебышёва первого рода.

Ключевые слова: нестационарное течение, математическое и компьютер-
ное моделирование, неньютоновские жидкости, вязкопластические мате-
риалы, многофазные течения, эффект «пристенного скольжения».

Введение

Поведение взякопластичных сред значительно 
отличается от  обычных ньютоновских жидко-
стей, что обусловлено их сложной внутренней 

структурой и  характеризуется изменяющимися фазо-
выми состояниями. Течение развивается постепенно 
при достижении определенного внутреннего касатель-

ного напряжения, ниже которого материал испытыва-
ет лишь упругие деформации и ведет себя как твердое 
тело. При исследовании нестационарных течений воз-
никают определенные математические трудности, так 
как область течения отсутствует в  начальный момент 
и  приходится решать начально-краевые задачи с  вы-
рождением области начального существования фазы 
в особую точку.

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20–31–90040

SIMULATION OF AN UNSTABLE DELAYED 
FLOW OF A VISCOPLASTIC FLUID ALONG 
AN INCLINED PLANE, TAKING INTO 
ACCOUNT THE EFFECT OF WALL SLIDING

M. Safronchik 
D. Andreichenko 

Summary. The stages of unsteady flow of a “retarded” viscoplastic 
medium along an inclined plane under the influence of gravity are 
modeled, taking into account the effect of slippage along a solid wall. 
The boundary of the flow zone at the stages of development and 
attenuation of the flow is not known in advance and is determined in 
the process of solving the problem. The angle of inclination is chosen 
in such a way that, over time, the so-called “slip” effect along the solid 
wall appears. The problem is posed within the framework of the five-
parameter Slibar-Paslay model, which makes it possible to take into 
account the difference in the behavior of the material under loading 
and unloading. The possible “slip” of the material along the solid wall is 
taken into account using a model of a smooth transition from sticking 
to slipping similar to the hypothesis of prof.  N.P. Petrov for a viscous 
liquid. The solution of the problem is constructed using the Galerkin 
projection method using orthogonal Chebyshev polynomials of the first 
kind as the basis functions.

Keywords: unsteady flow, mathematical and computer modeling, non-
Newtonian fluids, viscoplastic materials, multiphase flows, wall slip 
effect.
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коэффициент λ можно условно назвать коэффициен-
том «внешнего» трения вязкопластичной среды о твер-
дую стенку. Для данной задачи соотношение между 
параметрами в  рамках пятипараметрической модели 
будет следующим: .

Для единственной компоненты скорости краевая 
задача имеет вид:
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где  — 

аналог кинематической вязкости, U(t) — скорость 
ядра течения. Вводя новые переменные по формулам:
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получим краевую задачу в  области с  постоянными 
границами .
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Из  (10) при z = H и  (7) после замены переменных 
следует:
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Построение решения

Начально-краевая задача (3) — (7) в  области с  не-
известной подвижной границей принадлежит к классу 
не  вполне корректных задач, т. к. в  начальный момент 
область течения отсутствует. Как следствие, требова-
ние отсутствия особенностей решения начально-крае-
вой задачи (10) — (15) при t→+0 приводит к асимптоти-
ческому представлению
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Представим функцию Vx(z, t) в виде ряда по ортого-
нальным полиномам Чебышёва:
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Представим (10) в виде:

[ ]
22

2 2

( , )( , ) ( ) ( , ) sin 0
( )( )

x x
V z tV z t H h t V z tx z gV t h t zh t z

ν α
∂ ′∂ ∂

= − + + + =
∂ ∂∂



[ ]
22

2 2

( , )( , ) ( ) ( , ) sin 0
( )( )

x x
V z tV z t H h t V z tx z gV t h t zh t z

ν α
∂ ′∂ ∂

= − + + + =
∂ ∂∂

   (18)

из (12) и (17) выбирая сначала условие прилипания, 
следует
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из (15) и (17)
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Для того, чтобы приближенно выполнить уравнение 
(17), требуем:
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(19), (20), (24) представляет собой записанную в не-
явной форме систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка. Приведение её к нор-
мальной форме Коши

0 1( , ),   =( , ,..., , )T
Nt V V V h′ =Y F Y Y   (25)

и нахождение величины Yʹ по известным в текущий 
момент времени t величинам Y выполняется в следую-
щей последовательности.

Из  (19) и  (20) находим VN+1 и  VN+2 по  V0, V1,…, VN 
и  h, из  (21) находим hʹ(t)Далее продифференцируем 
(19) и (20) по t.

2 *

0
( 1) ( ) 0,     0

N n
n

n
V t t T

+

=
′− = < ≤∑   (26)

2 2

0

( )( )
2

N
s d

n

h tn V tn
+

=

′ τ − τ′ =∑
η

  (27)

Уравнения (24), (26) и (27) представляют собой систе-
му линейных алгебраических уравнений относительно 
V1,…, VN, VN+1, VN+2 Начальные условия для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (19), 
(20), (24) следуют из  асимптотического представления 
(16) при t=t0, 0<t0<<1.

2. Этап разрушения структуры 
с «проскальзыванием»

На этом этапе при достижении касательным напря-
жением критического значения τ* в момент времени T* 
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Со  временем процесс стабилизируется и  течение 
асимптотически приближается к установившемуся. Гра-
ница зоны течения находится из соотношения

0 sin
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Распределение скоростей для стационарного режи-
ма легко находится и имеет вид
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3. Переходный этап с «проскальзыванием»

Пусть теперь в момент времени T1 угол наклона пло-
скости уменьшается . Для того чтобы течение ма-
териала со временем прекратилось соотношение между 
параметрами выбирается следующим: .  
С  этого момента начнется нестационарный переход-
ный процесс, при котором напряжение на границе раз-
дела фаз h0 будет уменьшаться с τs до τd, граница зоны 
течения на  этом этапе постоянна. Если напряжение 
на твердой стенке z=0 к моменту времени T1 превышает 
критическое напряжение τ*, то  либо весь переходный 
этап проходит с  «проскальзыванием», либо в  момент 

 начнется переходный этап без проскаль-
зывания.

Для построения единого решения на  всех этапах, 
снова необходимо сделать замену переменных 

Получим краевую задачу в  области 
. С  начальными условиями (30), 

(31).
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(40), (41), (44) система ОДУ в неявной форме первого 
порядка. Из (40) и (41) находим VN+1 и VN+2 по V0, V1,…, 
VN и  ( )t′Φ, из (43) находим ( )t′Φ . Далее продифференци-
руем (40) и (41) по t.
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Уравнения (44)–(46) представляют собой систему 
линейных алгебраических уравнений относительно 
V1,…, VN, VN+1, VN+2 Начальными условиями для систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений (40), 
(41), (44) являются условия (31), (38).

4. Переходный этап  
без «проскальзывания»

Если в момент T2 касательное напряжение на твер-
дой стенке z=0 уменьшается до значения τ*, то условие 
«проскальзывания» заменяется условием прилипания.
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( )

t

x x
T

V H t V H T g t T H d
H h

= + − β − τ ξ ξ
ρ − ∫   (48)

2

2( ) ( , ) ,   ( ) 0
t

T

t H d TΦ = τ ξ ξ Φ =∫   (49)

(40), (41) заменяются на
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N n
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V t
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=
− =∑   (50)

2
2 2

0 0
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=

Φ
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ρ −
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(45) меняется на

2

0
( 1) ( ) 0

N n
n

n
V t

+

=
′− =∑   (52)
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Представим (53) в виде:
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Из (22), (23) и (62)
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  (63)

(60), (61), (63) система ОДУ в неявной форме первого 
порядка. Из (60) и (61) находим VN+1 и VN+2 по V0, V1,…, 
VN и h, из (59) находим h'(t). Далее продифференциру-
ем (60) и (61) по t.
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0
( 1) ( ) 0

N n
n

n
V t

+

=
′− =∑   (64)

2 2

1
( ) 0

N
n

n
n V t

+

=
′ =∑   (65)

Уравнения (63)–(65) представляют собой систему 
линейных алгебраических уравнений относительно 
V1,…, VN, VN+1, VN+2.

Результаты  
численного  
моделирования

Моделирование течения вязкопластичной среды 
по  наклонной плоскости проводится со  следующими 
параметрами τd = 0.5τs, τs = 0.5τ*, ρ = 900, η=128, 
Н=1, λ=500, sinα =0.5, sinβ=0.05.

На  рисунке 2 показано изменение границы зоны 
течения на всех этапах течения. В момент T* начина-
ется проскальзывание вдоль твердой стенки и  ско-
рость роста зоны течения замедляется, в  момент T1 
процесс стабилизируется, угол наклона уменьшается 
и  начинается переходный процесс, сначала с  «про-
скальзыванием» до момента T2, а затем без «проскаль-
зывания». В  момент T3 начинается восстановления 
материала.

На  рисунке 3 показано изменение напряжения 
на  границах области течения на  переходном этапе 
начинающимся с  момента T1. Сначала прекращается 
«проскальзывание» вдоль твердой стенки, а затем, ког-
да напряжение на границе раздела фаз достигает зна-
чения τd начинается этап восстановления структуры.

На рисунке 4 показан профиль скорости. В момент 
T*=0,77 происходит отрыв от твердой стенки, скорость 
в точке z=0 начинает расти, в момент T1 = 17.37 угол на-
клона уменьшается и  скорость начинает падать, в  мо-
мент T2 = 20,67 происходит прилипание к твердой стен-
ке, скорость в точке z =0 равна нулю.

Заключение

Компьютерное моделирование в задачах с подвиж-
ной границей раздела фаз течения вязкопластических 
сред, можно эффективно реализовывать, предва-
рительно отобразив область с  подвижной границей 
на  область с  неподвижной границей и  дискретизи-
ровав преобразованную начально-краевую задачу 
по независимой пространственной переменной на ос-
нове проекционного метода Бубнова-Галеркина с  ис-
пользованием в  качестве базисных функций смещен-
ных ортогональных полиномов Чебышева 1-го рода. 
Затем выполняя численное интегрирование получен-
ной задачи Коши для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. При этом в  математических 
моделях развития течений корректная постановка на-
чальных условий для соответствующих начально-кра-
евых задач обеспечивается предварительным приме-
нением методов асимптотического интегрирования. 
Данный метод позволяет моделировать динамику 
поля скоростей среды и  движение границы раздела, 
а также находить моменты времени, соответствующие 
началу и  окончанию проскальзывания среды вдоль 
твердой стенки.
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