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Аннотация. В первой части вводятся и поясняются такие известные поня-
тия, как нейронная сеть Хопфилда, динамическая система, задача комми-
вояжера.

В содержательной части строится конкретная сеть Хопфилда, дается поста-
новка задачи коммивояжера и строится ее математическая модель на ос-
нове нейросети Хопфилда. Для решения предложенной математической 
модели предлагаются численные методы.
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Введение

Н ейронные  сети, или, точнее, искусственные 
нейронные сети, уходят корнями во множество 
дисциплин: нейрофизиологию, математику, ста-

тистику, физику, компьютерные науки и технику. Их при-
меняют в таких разнородных областях, как моделирова-
ние, анализ временных рядов, распознавание образов, 
обработка сигналов и управление благодаря лишь том, 
что нейронные сети способны обучаться на  основе 
данных при участии учителя или без [1, с. 22].

Теперь определим искусственную нейронную сеть 
как адаптивную машину.

Определение нейронной сети. Нейронная сеть — 
это распределенный параллельный процессор, который 
состоит из простейших единиц обработки информации, 
накапливающие опыт и  использующие последний для 
дальнейшей работы. Нейронная сеть похожа на мозг:

1. 1) данные поступают в нейросеть извне и затем ис-
пользуются для обучения;

2. 2) для построения базы знаний используются си-
наптические веса [1, с. 32].

1. Нейронная сеть Хопфилда

В 1982 г. (в год полного парада планет) Джон Джозеф 
Хопфилд [2]:

1. 1) вышел на новый уровень понимания вычислений, 
которые происходят при работе рекуррентных 
нейронных сетей, обладающими симметричны-
ми синаптическими связями, применив функцию 
энергии;

2. 2) доказал изоморфизм между моделью Изинга 
(Ising model) статистической физики и рекуррент-
ной нейронной сетью.

Этот изоморфизм привлек физиков и  их результаты 
в  область искусственных нейросетей. Таким образом, 
в  1980-х годах нейросети с  обратной связью получили 
много внимания и стали называться нейронными сетями 
Хопфилда (Hopfield network). Сети Хопфилда не являют-
ся реалистичными моделями нейробиологических си-
стем, однако они, как динамически устойчивые системы, 
могут хранить информацию [1, с. 79].

Искусственная нейронная сеть Хопфилда однослой-
на и имеет систему единичных задержек, определяющую 
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множественные обратные связи (multiple-loop feedback 
system) (рис. 1). Обратных связей столько, сколько ней-
ронов в слое: выход каждого нейрона замыкается на все 
остальные с единичной задержкой (нейрон не имеет об-
ратной связи с самим собой) [1, с. 856].

Итак, основное применение дискретной сети Хоп-
филда состоит в моделировании контентно-адресуемой 
(ассоциативной, адресноориентированной) (content-
addressable memory) памяти [1, с.  862], основанной 
на  нейроне Мак-Каллока — Питца [3], т. е. на  нейроне 
с жестко ограниченной функцией активации [1, с. 909].

Рассматривая эту модель Хопфилда в  вычислитель-
ном контексте, получаем довольно тривиальную кон-
струкцию. Тем не менее эта модель ассоциативной памя-
ти достаточна важна, поскольку объясняет связь между 
динамикой и  вычислениями по-новому. Например, она 
дает понимание следующих трех свойств, которые име-
ют нейробиологическую релевантность:

1. 1) динамика модели Хопфилда регулируется множе-
ством точечных аттракторов — ячеек фундамен-
тальной памяти — в  многомерном пространстве 
состояний;

2. 2) нужный точечный аттрактор находится простой 
инициализации модели приблизительным описа-
нием, затем динамика модели автоматически пе-
реведет состояние модели к  ближайшему точеч-
ному аттрактору;

3. 3) обучение — вычисление свободных параметров 
модели — определяется постулатом обучения 
Хебба, причем с помощью этого механизма мож-
но добавлять новые точки аттракторов [1, с. 909].

2. Динамическая система

Для изучения нейродинамики требуется математи-
ческая модель, которая описывает динамику нелиней-
ной системы. Для этого вполне подходит модель в про-
странстве состояний (state-space model), а рассуждения 
проводятся в  терминах переменных состояний (state 
variable), значения которых в любой момент времени со-
держат данные, достаточные для предсказания эволю-
ции системы [1, с. 837].

Динамика многих нелинейных динамических систем 
описывается системой дифференциальных уравнений 
первого порядка:

Рис. 1. Схема сети Хопфилда с тремя нейронами. Взято со Склада Википедии:  
URL: https://commons.wikimedia.org/wiki/File: Hopfield%27s_net.png
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где Fj(·) — некоторая нелинейная функция; xj(t) — 
переменные состояния динамической системы; t — не-
зависимая переменная непрерывного времени; N — по-
рядок системы.

Для удобства выкладок переменные состояния мож-
но собрать в вектор x(t) размерности N×1 в вектор со-
стояний  (state vector) динамической системы. Тогда в 
векторных обозначениях система дифференциальных 
уравнений примет более компактный вид

( ) F( ( )),d t t
dt

=x x

где F —нелинейная вектор-функция, каждый элемент 
которой связан с  соответствующим элементом вектора 
состояний

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )] .T
Nt x t x t x t=x 

Определение автономной системы. Нелинейная ди-
намическая система, в  которой вектор-функция F(x(t)) 
не зависит явным образом от времени t, называется ав-
тономной (autonomic). В противном случае система на-
зывается неавтономной.

Неавтономная динамическая система имеет уравне-
ние состояния

( ) F( ( ), )d t t t
dt

=x x

с начальным состоянием 0 0( ) .t =x x  В неавтономных 
системах вектор поля F(x(t), t) зависит от времени t. Та-
ким образом, в отличие от автономных систем в общем 
случае нельзя принять начальное время равным нулю 
[4].

Далее рассматриваются только автономные системы.

При любой функции F(x(t)) вектор состояния x(t) мо-
жет зависеть от времени t. В противном случае состоя-

Рис. 2. Оптимальный маршрут коммивояжера через 15 крупнейших городов Германии — самый 
короткий из всех возможных 43 589 145 600. Взято со Склада Википедии:  

URL: https://commons.wikimedia.org/wiki/File: TSP_Deutschland_3.png
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ние x(t) есть константа и система не является динамиче-
ской.

Определение динамической системы. Динамической 
система — это система, состояния которой изменяются 
со временем

Более того, 

( )d t
dt

x  

можно представить как вектор скорости не в физиче-
ском, а в абстрактном смысле. Тогда, исходя из

( ) F( ( ), ),d t t t
dt

=x x

вектор-функция F(x(t)) называется векторным полем 
скорости (velocity vector field), или даже просто полем 
скорости.

3. Задача коммивояжера

Еще одно применение сетей Хопфилда — реше-
ние некоторых задач комбинаторной оптимизации 
(combinatorial optimization problems), включающих клас-
сическую задачу коммивояжера (Travelling Salesman 
Problem, TSP). На плоскости расположено множество го-
родов, требуется найти кратчайший маршрут обхода всех 
городов, при этом вернувшись в первый город (рис. 2).

При сравнительно простой формулировке само ре-
шение TSP является крайне сложным, это задача счита-
ется NP- полной (NP-complete). В исследовании [5] было 
показано, как с помощью аналоговой сети, основанной 
на  дифференциальных уравнениях 1-го порядка, пред-
ставить решение TSP. В  частности, синаптические веса 
получаются из расстояний между городами, а оптималь-
ное решение — это фиксированная точка нейродинами-
ческих уравнений [1, с. 909].

Именно здесь и собраны сложности, связанные с пе-
реформулировкой комбинаторных задач оптимизации 
в  терминах непрерывных (аналоговых) сетей Хопфил-
да. Сеть Хопфилда минимизирует только одну функцию 
энергии (по  Ляпунову), тогда как стандартная комби-
наторная задача оптимизации оптимизирует целевую 
функцию при наличии множества целевых ограничений 
[6]. Причем при нарушении любого ограничения реше-
ние считается неверным.

Первые опыты такой переформулировки использо-
вали функцию Ляпунова, построенной специальным ме-
тодом при одном слагаемом для каждого условия:

Первое слагаемое Eопт. есть минимизируемая целе-
вая функция (например, длина маршрута в TSP) и опре-
деляется поставленной задачей. Оставшиеся слагаемые 
ЕАогр., ЕB

огр., ЕC
огр. суть штрафные функции, минимизация 

которых удовлетворяет ограничениям. Скаляры A, B, C 
суть постоянные веса, назначенные соответствующим 
штрафным функциям и  определяемые методом проб 
и  ошибок. К  сожалению, многочисленные слагаемые 
в вышеприведенной функции Ляпунова вытесняют друг 
друга, поэтому успех сети Хопфилда значительно зави-
сит от относительных значений A, B, C [6].

4. Построение сети Хопфилда

Решение любой задачи с  помощью сети Хопфилда 
сводится поиску минимума функционала, называемого 
энергией сети. В рассматриваемом случае сеть Хопфил-
да сходится к локально-оптимальному решению задачи. 
При этом промежуточные состояния нейронов образу-
ют не само решение, а приближение к нему, которое за-
дается матрицей действительных чисел из отрезка [0, 1].

Для каждого нейрона в  сети так называемый вход-
ной и выходные потенциалы могут быть определены 
и обозначены x и y соответственно (см. рис. 1).

В сети Хопфилда функция активации обычно S-образ-
ная. В этой статье положим функцию активации одинако-
вую для всех нейронов и равную

1( ) (1 th( ))
2

= + αy x x ,

где α — некоторый параметр этой функции. При α = 1 
график изображен на рисунке 3.

Для достаточно больших значений α приближенные 
значения y описываются формулой

Далее, если однослойная сеть Хопфилда состоит из n 
нейронов, то функция энергии E сети находится по фор-
муле

1 1

1
2

n n

ij i j
i j

E y y
= =

= − ∑∑w ,

где wij, i, j = 1, …, n — вес соединения между выходом 
j-го нейрона yij и входом i-го нейрона xij.

Все веса wij образуют матрицу весов соединений.

Эти веса могут быть:

1) положительными — стимулирующий стимул;
2) отрицательными — тормозной стимул;
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3) равными нулю — отсутствие связи от  нейрона j 
к нейрону i.

Входной потенциал i-го нейрона определяется урав-
нением

, 1, ,i
i

Ex i n
y
∂

= =
∂

 .

Из последних двух уравнений получаем:

1

, 1, ,
n

i ij i
j

x y i n
=

= − =∑ w .

5. Постановка TSP

Вышеуказанные правила использовались различны-
ми авторами в попытках решить сложную проблему ком-
бинаторной оптимизации. Наибольшее внимание среди 

Рис. 3. График функции активации нейронов 
1( ) (1 th( ))
2

= + αy x x  при параметре α = 1
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них, вероятно, было уделено задаче коммивояжера, ко-
торая может быть сформулирована так.

Определение TSP. Для заданного набора из n городов 
и заданных расстояний между каждыми двумя из них не-
обходимо найти замкнутый маршрут минимальной дли-
ны, проходящий через каждый город только один раз.

На основе терминологии теории графов перепишем 
это определение на графе.

Определение TSP на графе. Для заданного полного 
графа Kn и  симметричной матрицы, представляющей 
веса его ребер, необходимо найти гамильтонов цикл 
в Kn минимальной длины (стоимости).

Примечание 1. Представленное здесь определение 
TSP — не  единственная возможная версия. В  других 
постановках матрица не  является симметричной или 
не все города связаны ребром. Некоторые альтернатив-
ные определения, а также основные общеизвестные те-
оретические результаты, касающиеся вычислительной 
сложности различных версий TSP, можно найти в статье 
[7].

Примечание 2. Так как два вышеупомянутых опре-
деления эквивалентны, будем использовать терминоло-
гию из определения 1.

Из-за предполагаемой неполиномиальной сложно-
сти TSP традиционные подходы для решения проблемы 
основаны либо на методах перебора, либо на эвристике. 
В  этой работе идея эволюции сети, а  также способ вы-
бора отправной точки моделирования идентичны тем, 
которые использовались для задачи расстановки N ко-
ролев (NQP) в статье [8].

Далее, в данной статье любое решение цикла TSP (га-
мильтонов граф по всем городам) будет рассматривать-
ся как решение проблемы. Решения, которые миними-
зируют длину маршрута, назовем лучшими решениями. 
Очевидно, что для любого решения существуют 2n – 1 
других решений такой  же длины, которые отличаются 
друг от  друга начальным городом или направлением 
движения. Ради простоты все они будут рассматривать-
ся как одно и то же решение.

6. Математическая модель

Решение проблем оптимизации с сетью Хопфилда 
требует осторожного и адекватного выбора энергети-
ческой функции E, то есть весов wij. Функция E долж-
на быть определена таким образом, чтобы ее мини-
мумы соответствовали решениям рассматриваемой 
задачи.

В этой статье E имеет вид

1 2E E E= + ,

где

1
1 1 1 1 1 1

2

1 1

2 2

( ) ,
2

n n n n n n

ij ik ji ki
i j k i j k

k j k j

n n

ij
i j

A BE y y y y

C y n

= = = = = =
≠ ≠

= =

= + +

 − + σ+  
 

∑∑∑ ∑∑∑

∑∑

2 , 1 , 1
1 1 1

( )
2

n n n

ij ik j k j k
i j k

j i

DE d y y y+ −
= = =

≠

= +∑∑∑ ,

n — число городов; dij — расстояние между города-
ми i и j; yij — матрица номеров городов в циклическом 
маршруте обхода: yij = 1 означает, что город i будет j-м 
по счету, все остальные yij равны нулю [5].

Способ решения TSP, представленный здесь, отлича-
ется от  классического подхода механизмом изменения 
выхода нейронов и выражается формулой
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7. Численные методы

Для практической компьютерной реализации пред-
ставим последнее уравнение в разностной форме:
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В этом уравнении состояние нейрона ij, i, j = 1, …, n, 
в момент времени t + 1 зависит от его состояния в мо-
мент времени t. В  наших моделях входной потенциал 
в момент времени t + 1 не напрямую зависит от его со-
стояния в предыдущий момент. На самом деле
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Представленное выше правило обновления также 
использовалось в  статье [9]. Авторы сообщают о  50% 

сходимости к гамильтоновому циклу. Другими словами, 
в половине случаев решение не было найдено. Лучшая 
сходимость, полученная в наших моделях, обусловлена 
лучшим выбором сетевых констант.

Самым большим преимуществом предлагаемой сети 
является ее независимость от начального состояния, т. е. 
выходных потенциалов нейронов в начале моделирова-
ния.

Результаты компьютерного моделирования, а  также 
обсуждение влияния сетевых констант будут представ-
лены отдельно.
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