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Аннотация. В  статье представлено решение задачи фильтрации сигна-
ла, на  основе предварительного подавления не  выделяемых гармоник. 
В  теории доказана возможность концентрации основной энергии спектра 
в любой гармонике. При этом были рассмотрены три системы импульсных 
сигналов, при которых различное число не выделяемых гармоник, находя-
щихся вблизи фильтруемой гармоники, было сведено к  ничтожно малым 
значениям. Практическое решение данной задачи заключается в том, что 
при умножении частоты с последующей фильтрацией в высокостабильном 
кварцевом генераторе уже не потребуются высокодобротные контуры, что 
дает возможность применения малогабаритных вариантов низкодоброт-
ной фильтрации сигналов.
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Введение

У множение частоты гармонического колебания 
в  основном применяется при проектировании 
кварцевых генераторов с  высокой стабильно-

стью частоты. Самая большая частота, на которую тех-
нологически возможно изготовить кварц, составляет 
50 МГц [1]. Существует прямой метод умножения ча-
стоты с использованием эффекта увеличения частоты 
кварца на  гармонике с  применением стабилизации 
частоты [2]. Дальнейшие манипуляции с  увеличением 
частоты, не нарушая при этом ее стабильности в гото-
вом генераторе, в  десятки, сотни и  тысячи раз доста-
точно сложны. Они либо требуют наличия нескольких 
каскадов с использованием нескольких фильтров, как 
в  методе умножения с  помощью ППИ [3] или работе 
кварца на обертоне [1], либо наличие дополнительно-
го генератора как в методе получения кратных частот 
с помощью радиоимпульса [4]. Это связано с уменьше-
нием энергии в спектре гармоник, кратных основной. 
К тому же, при проектировании генераторов требуется 
обеспечение их малых габаритов. На  высоких часто-
тах сложно обеспечить требуемую при проектирова-

нии высокую добротность фильтров, а  используемые 
на  таких частотах высокодобротные фильтры на  спи-
ральных резонаторах не обладают малыми габаритами 
[5]. Таким образом, были указаны два технологических 
противоречия при проектировании кварцевых гене-
раторов. Первое это обеспечение требуемых характе-
ристик фильтров при сохранении их малых габаритов, 
второе это умножение частоты с сохранением стабиль-
ности в  десятки и  сотни раз с  применением простых 
схем.

Для решения первого технологического противо-
речия, был рассмотрен подход к  фильтрации сигна-
ла, основанный на  учете перераспределения энергии  
в  спектре [5]. При решении второго технологического 
противоречия был рассмотрен тот же подход, но отлича-
ющийся тем, что энергию можно концентрировать в лю-
бой гармонике. Период сигнала делится на равные части, 
и в каждой части периода формируются двух полярные 
определенные импульсные последовательности. При 
суммировании этих импульсных последовательностей 
происходит перераспределение спектральной энергии 
по гармоникам.
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Теоретическая часть

Основная задача исследования заключается в том, что-
бы за счет расположения определенной импульсной по-
следовательности на равных частях периода на оси вре-
мени периодического сигнала добиться сосредоточения 
основной энергии спектра этого сигнала в  любой един-
ственной гармонике, предназначенной для фильтрации, 
и  минимизировать энергии гармоник, расположенных 
вблизи фильтруемой гармоники. Таким образом, цель ра-
боты заключается в  рассмотрении различных вариантов 
максимизации амплитуды выделяемой гармоники, при 
обеспечении минимальных значений амплитуд остальных 
гармоник, находящихся вблизи данной гармоники.

Решение задачи было рассмотрено применительно 
к  задаче умножения частоты гармонического сигнала 
в  любое число раз. Пусть сигнал представляет собой 
гармоническое колебание u = U*sin(wt), амплитудой 
U = 1В, периодом T = 1с. Чтобы получить гармоники 
с частотами, кратными w, необходимо осуществить пре-
образование синусоиды в нелинейный сигнал, а именно, 
в  периодическую последовательность прямоугольных 
импульсов со  скважностью равной 2, амплитудой U = 
1В, периодом T = 1с (Рисунок 1).

Спектр периодической последовательности, изобра-
женной на Рисунке 1 на интервале (0, Т/2), описывается 
функцией:

Рис. 1. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 2. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 3. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов
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  (1)

Увеличим частоту заполнения импульсами на перио-
де в два раза (Рисунок 2).

Спектр периодической последовательности, изобра-
женной на Рисунке 2 на интервале (0, Т/2), описывается 
функцией:

  (2)

Увеличим частоту заполнения импульсами на перио-
де в три раза (Рисунок 3).

Спектр периодической последовательностиизобра-
женной на Рисунке 3 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией:

  (3)

Поскольку функции U1(t) ÷ U3(t) являются четными, 
то ряд Фурье, каждой из них, содержит только постоян-
ные и  косинусоидальные составляющие. Коэффициенты 
an1 ÷ an3 при U = 1В, T = 1с вычислены по методике из [5].

an = –sin(x*pi)/(x*pi) + sin(x*pi*1/2)/(x*pi*1/2)  (4)

 an2 = 1/2*sin(x*pi*1/4)/(x*pi*1/4)– 
–3/2*sin(x*pi*3/4)/(x*pi*3/4)+sin(x*pi)/(x*pi)  (5)

 an2 = 1/3*sin(x*pi*1/6)/(x*pi*1/6)–sin(x*pi*1/2)/ 
/(x*pi*1/2)+ 5/3*sin(x*pi*5/6)/(x*pi*5/6)–  
–sin(x*pi)/(x*pi)  (6)

Значения коэффициентов an1 ÷ an3 при различных n 
приведены в таблице 1.

Амплитуды гармонических составляющих An1, An2 и 
An3 равны по модулю значениям из таблицы 1: An1  = |an1|, 
An2  = |an2|, An3  = |an3|.

Анализ полученных результатов показал, что при уве-
личении частоты заполнения прямоугольных импульсов 
на периоде в N раз, основная энергия спектра будет при-
ходиться на N-ую гармонику, то есть на частоту в N раз 
превышающую частоту исходного синусоидального сиг-
нала. Так же в спектре будут присутствовать 3*N, 5*N, 
7*N, 9*N, 11*N и т. д. гармоники.

В  рассмотренных импульсных сигналах, кроме гар-
моники, предназначенной для фильтрации, вблизи на-
ходятся другие гармоники, следовательно, для филь-
трации нужной гармоники потребуется применить 
высокодобротные контура. Необходимо создать такую 
импульсную последовательность, чтобы основная часть 
гармоник, находящихся вблизи выделяемой гармоники, 
была сведена к ничтожно малым значениям.

Экспериментальная часть

Для решения поставленной задачи эксперименталь-
ным путем были получены три системы импульсных по-
следовательностей α, β, и γ, в каждой из которых, было 
осуществлено подавление гармоник, находящихся вбли-
зи гармоники, предназначенной для фильтрации. Систе-
мы импульсных сигналов строятся следующим образом. 
Полупериод сигнала от 0 до T/2 делится на N равных от-
резковдлинной T/2N, где N — номер гармоники, пред-
назначенной для фильтрации. И на каждом таком отрез-
ке, относительно оси симметрии (количество осей равно 
N), симметричнорасполагается разно полярная система 
импульсной последовательности α, β, γ. Рассмотрим ка-
ждую из этих систем.

Первая импульсная α-система изображена при N не-
четном на рисунке 4, при N четном на рисунке 5. Коэф-
фициента вычисляется по формуле:

Таблица 1. Значения коэффициентов an1 ÷ an3  при различных значениях n.
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Рис. 4. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 5. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 6. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов
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a = 1/(3*N)  (7)

Вторая импульсная β-система изображена при N не-
четном на рисунке 6, при N четном на рисунке 7. Коэф-
фициент z вычисляется по формуле:

z = 2/(15*N)  (8)

Третья импульсная γ-система изображенапри N не-
четном на рисунке 8, при N четном на Рисунке 9. Коэф-
фициенты p, v, g, h, i, e, q вычисляются по формулам:

 p = 1/(105*N); v=2/(15*N); g=1/(7*N);  
h=4/(21*N); i=1/(5*N); e=1/(3*N);  
q=12/(35*N)  (9)

Рассмотрим примеры построения каждой системы 
при различных N.

При N = 1 α-система принимает вид, изображенный 
на рисунке 10. Коэффициент  k = a, где коэффициент a 
при N = 1 вычисляется по формуле (7).

Спектр периодической последовательности изобра-
женной на рисунке 10 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией:

 (10)

Рис. 7. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 8. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов
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Рис. 9. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 10. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 11. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов
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При N = 2 α-система принимает вид, изображенный 
на  рисунке 11. Коэффициент k1 = a, где коэффициентa 
при N = 2 вычисляется по формуле (7).

Спектр периодической последовательности изобра-
женной на рисунке 11 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией:

 (11)

При N = 3 α-система принимает вид, изображенный 
на рисунке 12. Коэффициент k2 = a, где коэффициент a 
при N = 3 вычисляется по формуле (7).

Спектр периодической последовательности изобра-
женной на рисунке 12 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией:

U6(t) =  (12)

При N = 1 β-система принимает вид, изображенный 
на  рисунке 13. Коэффициент l = z, где коэффициент z 
при N = 1 вычисляется по формуле (8).

Спектр периодической последовательности изобра-
женной на рисунке 13 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией:

  (13)

При N = 2 β-система принимает вид, изображенный 
на  рисунке 14. Коэффициент l1 = z, где коэффициент z 
при N = 3 вычисляется по формуле (8).

Рис. 12. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 13. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов
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Спектр периодической последовательности изобра-
женной на рисунке 14 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией (14).

При N = 3 β-система принимает вид, изобра-
женный на  рисунке 15. Коэффициент l2 = z, где ко-
эффициент z при N = 3 вычисляется по  формуле  
(8).

Спектр периодической последовательности импуль-
сов изображенной на рисунке 15 на интервале (0, Т/2) 
описывается функцией (15).

При N = 1 γ-система принимает вид, изображенный 
на рисунке16. Коэффициенты m = p, r = v, s = g, b = h, 
c = i, d = e, f = q где коэффициенты p, v, g, h, i, e, q при 
N = 1 вычисляются по формулам (9).

Рис. 14. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов

Рис. 15. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов



РАДИОТЕХНИКА И СВЯЗЬ

57Серия: Естественные и технические науки №7 июль 2018 г.

U8(t) =  (14)

 (15)

  (16)

 (17)

Рис. 16. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов
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Спектр периодической последовательности изобра-
женной на рисунке 16 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией (16).

При N = 2 γ-системапринимает вид, изображенный 
на рисунке 17. Коэффициенты m1 = p, r1 = v, s1 = g, b1 = h,  
c1 = i, d1 = e, f1 = q, где коэффициенты p, v, g, h, i, e, q 
при N = 2 вычисляются по формулам (9).

Спектр периодической последовательности, изобра-
женной на рисунке 17 на интервале (0, Т/2) описывается 
функцией (17).

Поскольку функции U4(t) ÷ U11(t) являются четными, 
то ряд Фурье содержит только постоянные и косинусои-
дальные составляющие. Коэффициенты an4 ÷ an11 соотве-
ствующих функций рассматриваемых рядов при U = 1В, 
T = 1с вычислены по методике из [5].

 an4 = 1/3*sin(x*pi*1/3)/(x*pi*1/3)–sin(x*pi)/ 
/(x*pi)+(1–1/3)*sin(x*pi*(1–1/3))/(x*pi*(1–1/3))  (18)

 an5 = 1/6*sin(x*pi*1/6)/(x*pi*1/6)+  
+(1/2–1/6)*sin(x*pi*(1/2–1/6))/(x*pi*(1/2– 
–1/6))– (1/2+ 1/6)*sin(x*pi*(1/2+1/6))/ 
/(x*pi*(1/2+1/6))+sin(x*pi)/(x*pi)–(1– 
–1/6)*sin(x*pi*(1–1/6))/(x*pi*(1–1/6))  (19)

 an6 = 1/9*sin(x*pi*1/9)/(x*pi*1/9)+  
+(1/3–1/9)*sin(x*pi*(1/3–1/9))/(x*pi*(1/3–1/9))– 
–(1/3+ 1/9)*sin(x*pi*(1/3+1/9))/(x*pi*(1/3+1/9))– 
–(2/3–1/9)*sin(x*pi*(2/3–1/9))/(x*pi*(2/3–1/9))+ 
+(2/3+1/9)*sin(x*pi*(2/3+1/9))/(x*pi*(2/3+1/9))– 
–sin(x*pi)/(x*pi)+(1–1/9)*sin(x*pi*(1–1/9))/ 
/(x*pi*(1–1/9))  (20)

 an7 = 2/15*sin(x*pi*2/15)/ 
/(x*pi*2/15)+1/3*sin(x*pi*1/3)/ 

/(x*pi*1/3)– 1/5*sin(x*pi*1/5)/ 
/(x*pi*1/5)–(1–1/5)*sin(x*pi*(1–1/5))/ 
/(x*pi*(1–1/5))+ (1–1/3)*sin(x*pi*(1–1/3))/ 
/(x*pi*(1–1/3))– 1*sin(x*pi*1)/(x*pi*1)+  
+(1–2/15)*sin(x*pi*(1–2/15))/(x*pi*(1–2/15))  (21)

 an8  = 1/15*sin(x*pi*1/15)/ 
/(x*pi*1/15)+1/6*sin(x*pi*1/6)/(x*pi*1/6)–  
–1/10*sin(x*pi*1/10)/(x*pi*1/10) – 
–(1/2–1/10)*sin(x*pi*(1/2–1/10))/(x*pi*(1/2– 
–1/10))+ (1/2–1/6)*sin(x*pi*(1/2–1/6))/(x*pi*(1/2– 
–1/6))+ (1/2–1/15)*sin(x*pi*(1/2–1/15))/ 
/(x*pi*(1/2–1/15))–  
–(1/2+1/15)*sin(x*pi*(1/2+1/15))/ 
/(x*pi*(1/2+1/15))–(1/2+1/6)*sin(x*pi*(1/2 + 
+1/6))/(x*pi*(1/2+ 1/6))+(1/2+1/10)* 
*sin(x*pi*(1/2+1/10))/(x*pi*(1/2+1/10))+ 
+(1–1/10)*sin(x*pi*(1–1/10))/(x*pi*(1–1/10))– 
–(1–1/6)*sin(x*pi*(1–1/6))/(x*pi* 
*(1–1/6))+sin(x*pi)/(x*pi)– 
–(1–1/15)*sin(x*pi*(1–1/15))/(x*pi*(1–1  (22)

 an9  = 2/45*sin(x*pi*2/45)/ 
/(x*pi*2/45)+1/9*sin(x*pi*1/9)/(x*pi*1/9)–  
–1/15*sin(x*pi*1/15)/(x*pi*1/15)– 
–(1/3–1/15)*sin(x*pi*(1/3–1/15))/(x*pi*(1/3– 
–1/15))+ (1/3–1/9)*sin(x*pi*(1/3–1/9))/(x*pi*(1/3– 
–1/9))+ (1/3–2/45)*sin(x*pi*(1/3–2/45))/ 
/(x*pi*(1/3–2/45))–  
–(1/3+2/45)*sin(x*pi*(1/3+2/45))/ 
/(x*pi*(1/3+2/45))–  
–(1/3+1/9)*sin(x*pi*(1/3+1/9))/(x*pi*(1/3+1/9))+  
+(1/3+1/15)*sin(x*pi*(1/3+1/15))/ 
/(x*pi*(1/3+1/15))+(2/3–1/15)* 
*sin(x*pi*(2/3–1/15))/(x*pi*(2/3–1/15))–  
–(2/3–1/9)*sin(x*pi*(2/3–1/9))/(x*pi*(2/3–1/9))–  
–(2/3–2/45)*sin(x*pi*(2/3–2/45))/(x*pi* 
*(2/3–2/45))+ (2/3+2/45)*sin(x*pi*(2/3+2/45))/ 

Рис. 17. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов
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/(x*pi*(2/3+2/45))+ (2/3+1/9)*sin(x*pi*(2/3+1/9))/ 
/(x*pi*(2/3+1/9))– (2/3+1/15)* 
*sin(x*pi*(2/3+1/15))/(x*pi*(2/3+1/15))– 
–(1–1/15)*sin(x*pi*(1–1/15))/(x*pi* 
*(1–1/15))+(1–1/9)*sin(x*pi*(1–1/9))/ 
/(x*pi*(1–1/9))– 1*sin(x*pi*1)/(x*pi*1)+  
+(1–2/45)*sin(x*pi*(1–2/45))/(x*pi*(1–2/45))  (23)

 an10  = 1/105*sin(x*pi*1/105)/ 
/(x*pi*1/105)+1/7*sin(x*pi*1/7)/ 
/(x*pi*1/7)– 2/15*sin(x*pi*2/15)/ 
/(x*pi*2/15) +1/5*sin(x*pi*1/5)/ 
/(x*pi*1/5)– 4/21*sin(x*pi*4/21)/ 
/(x*pi*4/21) +12/35*sin(x*pi*12/35)/ 
/(x*pi*12/35)– 1/3*sin(x*pi*1/3)/(x*pi*1/3)– 
/(1–1/3)*sin(x*pi*(1–1/3))/(x*pi*(1–1/3))+  
+(1–12/35)*sin(x*pi*(1–12/35))/(x*pi* 
*(1–12/35))–(1–4/21)*sin(x*pi*(1–4/21))/(x*pi* 
*(1–4/21))+(1–1/5)*sin(x*pi*(1–1/5))/(x*pi* 
*(1–1/5))–(1–2/15)*sin(x*pi*(1–2/15))/(x*pi* 
*(1–2/15))+(1–1/7)*sin(x*pi*(1–1/7))/ 
/(x*pi*(1–1/7))– sin(x*pi)/(x*pi)+ 
+(1–1/105)*sin(x*pi*(1–1/105))/ 
/(x*pi*(1–1/105))  (24)

 an11  = 1/210*sin(x*pi*1/210)/(x*pi*1/210)+1/14* 
*sin(x*pi*1/14)/(x*pi*1/14)– 1/15*sin(x*pi*1/15)/ 
/(x*pi*1/15)+ 1/10*sin(x*pi*1/10)/ 
/(x*pi*1/10)– 2/21*sin(x*pi*2/21)/ 
/(x*pi*2/21)+ 6/35*sin(x*pi*6/35)/ 
/(x*pi*6/35)– 1/6*sin(x*pi*1/6)/(x*pi*1/6)–  
–(1/2–1/6)*sin(x*pi*(1/2–1/6))/(x*pi*(1/2–1/6))+  
+(1/2–6/35)*sin(x*pi*(1/2–6/35))/(x*pi* 

*(1/2–6/35))– (1/2–2/21)*sin(x*pi*(1/2–2/21))/ 
/(x*pi*(1/2–2/21))+  
+(1/2–1/10)*sin(x*pi*(1/2–1/10))/(x*pi* 
*(1/2–1/10))– (1/2–1/15)*sin(x*pi*(1/2–1/15))/ 
/(x*pi*(1/2–1/15))+(1/2–1/14)* 
*sin(x*pi*(1/2–1/14))/(x*pi*(1/2–1/14))+  
+(1/2–1/210)*sin(x*pi*(1/2–1/210))/ 
/(x*pi*(1/2–1/210))– (1/2+1/210)*sin(x*pi* 
*(1/2+ 1/210))/(x*pi*(1/2+1/210))–  
–(1/2+1/14)*sin(x*pi*(1/2+1/14))/ 
/(x*pi*(1/2+1/14))+ (1/2+1/15)* 
*sin(x*pi*(1/2+1/15))/(x*pi*(1/2+1/15))–  
–(1/2+1/10)*sin(x*pi*(1/2+1/10))/ 
/(x*pi*(1/2+1/10))+ (1/2+2/21)* 
*sin(x*pi*(1/2+2/21))/(x*pi*(1/2+2/21))–  
–(1/2+6/35)*sin(x*pi*(1/2+6/35))/ 
/(x*pi*(1/2+6/35))+ (1/2+1/6)* 
*sin(x*pi*(1/2+1/6))/(x*pi*(1/2+1/6))+ (1–1/6)* 
*sin(x*pi*(1–1/6))/(x*pi*(1–1/6))–  
–(1–6/35)*sin(x*pi*(1–6/35))/(x*pi*(1–6/35))+ 
+(1–2/21)*sin(x*pi*(1–2/21))/(x*pi*(1–2/21))– 
–(1–1/10)*sin(x*pi*(1–1/10))/(x*pi*(1–1/10))+  
+(1–1/15)*sin(x*pi*(1–1/15))/(x*pi*(1–1/15))– 
–(1–1/14)*sin(x*pi*(1–1/14))/(x*pi*(1–1/14))+  
+sin(x*pi)/(x*pi)–(1–1/210)*sin(x*pi*(1–1/210))/ 
/(x*pi*(1–1/210))  (25)

Результаты эксперимента

Значения коэффициентов an4 ÷ an11 при различных 
значениях n приведены в таблице 2. Амплитуды гармо-
нических составляющих равны по  модулю значениям 
из таблицы 2:

Таблица 4. Значения коэффициентов an4 ÷ an11 при различных значенияхn.
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An4 = |an4|, An5 = |an5|, An6 = |an6|, An7 = |an7|, An8 = |an8|, 
An9 = |an9|, An10 = |an10|, An11 = |an1|.

Анализ полученных результатов показал, что при 
каждой системе α, β, γ основная энергия спектра кон-
центрируется в N-ой гармонике, на частоте в N раз пре-
вышающей частоту исходного синусоидального сигна-
ла. При использованииэтих систем гармоники сводятся 
к ничтожно малым значениям: при α-системе 3*N гармо-
ники, при β-системе 3*N и 5*N гармоники, при γ-систе-
ме 3*N, 5*N, 7*N и 9*N гармоники.

Заключение

Таким образом, экспериментальным путем была до-
казана возможность концентрации энергии спектра сиг-
нала в  любой гармонике. При этом энергии гармоник, 
находящихся вблизи, были сведены к  ничтожно малым 
значениям. Практическое значение решения данной 
задачи заключается в  том, что для фильтрации при ум-
ножении сигнала в кварцевом генераторе на любую ча-
стоту не потребуются высокодобротные контуры и зна-
чительно упростится схема при проектировании.
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