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Аннотация. В  статье рассматриваются методы приближенного получения 

рабочей частоты. Точные квадратурные формулы, как правило, заставляют 

рассматривать алгебраические конструкции и  выполнять к  ним переход. 

В ряде случаев, например для построения спектра или спектральной плот-

ности можно предположить два представления для частот преобразования 

Фурье и ряда Фурье. Для ряда Фурье получается сложное трансцендентное 

уравнение, которое требует соответствующего метода решения[9]. Вообще 

работа с  преобразованием Фурье считается проблематичной, для точной 

квадратуры, чтобы выполнить преобразование Фурье, требуется записать 

ещё одну формулу. например общую теорему Муавра[12]. В  процессе ра-

боты в НИТУ «МИСиС» (каф. Автоматизации) и МТУ «МИРЭА» (каф. Автома-

тических систем) приходится уточнить вопросы получения спектральных 

характеристик. В  части рассмотрения методов синтеза интересны методы 

с опорой на реальные значения рабочей частоты. Развитие функционально-

го уровня программирования позволяет решать ряд задач получения спек-

тров в аналитическом виде в таких средах как Maple 5 и выше, выполнен-

ных в традициях интегрированной среды для языка Python с дальнейшей 

перспективой развития на  функциональном уровне программирования 

в среде Microsoft Visual F# (Эф Шарп).

Ключевые слова: частота, спектр, преобразование Фурье и Лапласа, Maple, 

аналитические решения, исключение радикала.

Преобразование Фурье на базе 4�eх 
точечной аппроксимации 
для датчиков рабочей частоты САУ

Введение

Преобразование Фурье с  прореживанием [4] (пони-
жение частоты в целое число раз, называемое прорежи-
ванием[4] — имеет характер помехи, которая не воспри-
нимается ухом человека [прим. автора].) имеет характер 
разреженной аппроксимации, пусть приближенной. 
Возникает вопрос: насколько интервалов с потерей до-
статочно разбить сигнал в  жестком режиме (например 
для mp3). С прореживанием мы рассматриваем не весь 
спектр, а лишь его значения в некоторых точках и интер-
полируем результирующую кривую, что приводит к ко-

нечной спектральной характеристике. Вход современ-
ного осциллографа (Windows CE, C++, функция и  класс 
FFT) по напряжению может отображать отдельно синус 
или косинус преобразования Фурье, отлично от реаль-
ного общего спектра, на базе БПФ. Для радиосигнала до-
статочно рассматривать спектр Фурье как заранее ого-
воренный протокол передачи, что не требует получения 
полного спектра, т. е. приемнику достаточно восстано-
вить исходную синусную часть преобразования. Если 
спектры у  источника и  у  приемника совпадают, то  ин-
формация считается валидной. В реальных радиосхемах 
естественно проводится и общий контроль, поэтому пр. 
Фурье обычно подвергают критике, что требует детек-
тирования и  разработки датчиков рабочей частоты 
САУс целью проверки и полного контроля передачи ра-
диосигнала.
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Преобразование Фурье рассмотрим в виде формулы, 
в которой сумму и интеграл можно поменять местами:

  (1)

В данной формуле фигурирует Непер «e», но формулу 
конечной суммы надо брать для Непера «а» для точной 
квадратуры преобразования. Поэтому не очевидно, что 
получение спектра для квадратуры проще чем получе-
ние спектральной характеристики бесконечного ряда. 
Получение ряда Фурье подробно рассматривается 
в [1,2,3].

В  программировании получение спектра выполня-
ется с  помощью функции ff t для С++, исходные тексты 
которой либо закрыты, либо настолько коротки, что со-
мнительны:

bool FFT(fl oat *Rdat, fl oat *Idat, int N, int LogN, int Ft_
Flag)

Т.е. процедура из DLL работает правильно, но прило-
женный исходный текст, подозрительно короткий, и име-
ет лишь характер иллюстрации её работы функции ff t.

Получение частотного спектра выхода САУ можно 
рассматривать для собственного движения [6] задача 
01–8–1, [7].

Однако, преобразование Фурье требует двух невы-
рожденных конечных представлений для обоих частей 
равенства, для чего можно использовать компактное 
представление для ряда Фурье:
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При такой форме записи с  учетом общей теоремы 
Муавра можно выполнить уточнение для спектра [12], 
но  для этого нужно иметь точный взгляд на  аргумент, 
например в одном из вариантов представления сигнала 
в  виде комплексных амплитуд. Тогда θ  из  ряда Фурье 
не  нужно вычислять через аргумент, достаточно выра-

Рис. 1. Спектр на экране современного осцил лографа  (функция Fast Fourier Transform FFT() C++) 
(негатив)
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зить угол из другого выражения и можно получить дру-
гую не вырожденную формулу для функций Arg и Arg^(–
1).

Аппроксимация на  оконечных четырех точках 
проводится аналогично доказательству формулы 
Симпсона в относительных координатах. Выполним её 
в Mapple7:

> eq1:=s1=a+b+c+d; eq1:=s1=a+b+c+d;
> eq2:=s2=8*a+4*b+2*c+d; eq2:=s2=8a+4b+2c+d
> eq3:=s3=27*a+9*b+3*c+d; eq3:=s3=27a+9b+3c+d
> eq4:=s4=64*a+16*b+4*c+d; eq4:=s4=64a+16b+4c+d
> solve({eq1, eq2, eq3, eq4},{a, b, c, d});

 

 (5)

Получение спектральной 
характеристики в MatLab Simulink.

Для получения спектра используем осциллограф 
из  группы SimulinkExtras\AdditionalSinks. Рассмотрим 
сумму синусоид, т. е. комбинацию двух частот.

Результирующий спектр, получаемых приближенно 
оказывается сильно зашумлен.

Получение спектра

Метод прореживания заключается в том, что малый 
шаг рассматривается в  виде единичного приращения 
времени. Таким образом, преобразование Фурье можно 
рассмотреть приближенно с дифференциалом времени 
равным единице, например 1мс. Рассмотрим метод при-
ближения на четырех точках:

 (6)

Рис. 2. Модель суммы двух синусоид в Simulink

Рис. 3. Приближенный спектр и его временная диаграмма в Simulink Extras
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При пристальном рассмотрении формулы видно, что 
амплитуда пр. Фурье, является однозначной функцией k, 
т. е. на 4-х точечном спектре если есть однозначное соот-
ветствие амплитуды частоте:

Достаточно складывать элементарные спектры, где k 
целый (дискретный) эквивалент непрерывной частоты.

Также как при доказательстве формулы Симпсона 
оконечная часть рассматривается в  виде аппроксима-
ции относительно нуля, также можно считать, что в на-
чале 1, а не ноль, т. е. исчислять время от относительной 
единицы (целой величины).

Здесь две подзадачи. 1-я: как получить правую часть, 
по сути пр. Лапласа. 2-я: как получать оконечный спектр. 
2-я задача легко решаема, спектры для всех 4-точечных 
интервалов по частоте k нужно просто сложить.

Интегрирование кубической аппроксимации

 С другой стороны, берем интеграл для 4-х точечной 
аппроксимации. Трехточечная аппроксимация сложнее, 
так как приводит к радикалу, что будет показано ниже. 
Интегрирование на  оконечном интервале проводится 
аналогично доказательству формулы Симпсона для па-
раболы на отрезке от 0 до 1, а для спектра на отрезке от 1 
до 4, 3 (последних микроинтервалов или секунд) в зна-
менателе, так как длина интервала 4–1=3:

 

 (7)

Интеграл легко и удобно берется в Mapple7:

> volume:= int((a*x^3+b*x^2+c*x+d)*
exp(–j*2*pi*n/3), x=1.4);

 

 (8)

> volume:= int((a*x^3+b*x^2+c*x+d)*
exp(–j*2*pi*n/4), x=1.4);

 

 (9)

Очевидно, сомножитель с экспонентой одинаковый, 
в принципе не важно, на сколько делить, важна пропор-
ция по встречаемости частоты. Для точной квадратуры 
приходится уточнить один из коэффициентов.

Получение эквивалента частоты k. Получим урав-
нение для частоты k, приравниванием левой и  правой 
частей. Дискретный интервал времени в относительных 
единицах: 

iiidtt =×== 1   (10)

 

 (11)

 (12)

 

 (13)

Отделение действительного корня разностным мето-
дом Бернулли[14]:

Дальше — уравнение третьего порядка. В  конечных 
разностях получаем решение методом Бернулли, т. е. от-
деляем действительный корень:
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 (14)

Степени переменной соответствуют разностной схе-
ме, в которой каждый следующий член ряда — есть про-
изведение предыдущего на саму переменную:

  (15)

Первая итерация:

 (16)

Решение уравнения дает итерационная схема, в ко-
торый вычисляется отношение: ]1[/][ −iyiy , которое 
уточняется в  процессе многократного цикла. Метод 
Бернулли[14] обладает повышенной сходимостью, 
и  дает довольно точное приближение на  12-й итера-
ции:

 (17)

(т. к. максимальная степень примерно =5)

Удобнее с точки зрения программирования.

Быстрое преобразование Фурье удобно тем, что схе-
му подготовки спектра можно реализовать на базе одно-
типных блоков. Решение уравнения в виде однотипных 
блоков, можно также оформить в виде

Понижение порядка уравнения до квадратного для 
получения комплексны корней. Отделим корень деле-
нием многочлена на многочлен:

  (18)

Так как y1 — корень уравнения, то  остаток должен 
быть равен нулю, и  формулы для коэффициентов ква-
дратного уравнения берем непосредственно получен-
ные.

 

 (19)

 

Рис. 4. Одна и четыре итерации метода Бернулли с рекурсивным вводом для уточнения 
действительного корня кубической аппроксимации
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 (20)

Результат интересен тем, что он не  cодержит D, т. е. 
свободный член учтен в решении y1 с учетом замены пе-
ременной.

   (21)
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Проверка дискриминанта и компактная формула для 
частоты:

Чтобы обеспечить валидность, рассматриваем толь-
ко те решения, у которых дискриминант отрицательный. 
Понятно, что комплексные корни квадратного уравне-
ния сопряженные, поэтому достаточно решать простое 
тригонометрическое уравнение:

  (23)

Дискретный аналог частоты: 

  (24)

на базе итерационного метода Бернулли (блоки по 4 
итерации)

Четыре блока на входе — смещения по фазе дискрет-
ного преобразования Лапласа для четырех точек бы-
строго преобразования Фурье (БПФ).

Учитывая, такое компактное решение можно полу-
чить y1 методом Кардано[10].

 

 (25)

; bap +−= 3/2 ; 

  (26)
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BAy +=1

Не  исключено, что проще отделить корень по  Бер-
нулли программно.

Рис. 5. Получение дискретного эквивалента частоты
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Для вычисления по  формулам требуется вспомога-
тельный модуль комплексной арифметики. С точки зре-
ния программной реализации цикл метода Бернулли 
«гораздо прозрачнее».

Аппроксимация на трех точках существенно слож-
нее. 

Интегралы можно попытаться взять по таблице [11]:

;   (28)

; 

  (29)

  (30)

Дальнейшая выкладка габаритная. Алгебраическая 
аппроксимация в  Mapple 7 приводит к  представлению 
содержащему радикалы:

> eq1:=a*(1-b)^3-c=s1; eq1:=a(1-b)3-c=s1
> eq2:=a*(2-b)^3-c=s2; eq2:=a(2-b)3-c=s2
> eq3:=a*(3-b)^3-c=s3; eq3:=a(3-b)3-c=s3
> solve({eq1, eq2, eq3},{a, b, c});

/

+<…><…> (громоздко)

Даже в  аналитических средах на  функциональном 
уровне радикалы желательно исключить применив дру-
гие методы.

Cложение спектров и  четырехточечная аппрокси-
мация для компактной формулы. Для сложения спек-
тров используется функция FFT C++.

Получение формулы для ряда Фурье. Очевидно, 
если в Mapple 7 удается взять интеграл для преобразо-
вания Фурье, то можно попробовать взять интеграл для 
ряда Фурье:

 (31)

; ;

   (32)

Первый член a0 можно не учитывать.

;

  (33)

> volume:= int((a*x^3+b*x^2+c*x+d)*cos(n*pi*x/3), 
x=1.4);

> volume:= int((a*x^3+b*x^2+c*x+d)*sin(n*pi*x/3), 
x=1.4);<…>

Видно что интеграл вполне можно взять, но  реше-
ние габаритное в  отличие от  преобразования Фурье, 
к тому же приводит для классической квадратуры толь-
ко к приближенному спектру, который оказывается «за-
шумлен».

Спектр для собственного движения системы. Изо-
бражение выходного процесса [6, Задача 1–1–1] и нере-
гулярная часть (изображение вынужденного движения)
[7]:
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  (34, 35)

Регулярная часть (изображение собственного дви-
жения) Yc(p) определяется как остаток изображения вы-
ходного процесса после отделения нерегулярной части.
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В области оригиналов:

 (37)

Здесь )(ωyG  — вещественный спектр собственного 
движения.

Аналитическое получение спектральных характе-
ристик в Maple 5 и выше: Рассмотрим треугольный им-
пульс:

> plot(2*(1-abs(x)/10), x= –4*Pi.4*Pi, y= –4.4, 
title=”im[s(w)]=?”);

> int((1+t/T)*exp(–I*w*t), t= –T.0); Tw
eITw )IwT(

2
1+−−

−

> int((1-t/T)*exp(–I*w*t), t=0.T); Tw
eITw )IwT(

2
1+−+

−

> simplify(–(–I*T*w-1+exp(I*w*T))/w^2/T-(exp(–

I*T*w)+I*w*T-1)/w^2/T); 

> simplify(sqrt((–2*(cos(w*T)-1)/w^2/T)^2)); 

> plot(2*sqrt((cos(x*10)-1)^2/x^4/10^2), x= –4*Pi.4*Pi, 
y= –0.5.4, title=”|s(w)|”);

Постоянная наводка 1В: > int(exp(–I*w*t), t= –T.0); 

w
)e(I )IwT(+−−

−
1

Рис. 6. Треугольный импульс и его идеальный спектр
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‘результат суммы двух возьмем до радикала:> 
eq:= –2*(cos(w*T)-1)/w^2/T-I*(–1+exp(I*w*T))/w; 

> expand(eq); 

> eq_re=Re(–(2*cos(w*T)-2-I*T*w+I*w*T*exp(I*w*T))/
w^2/T);

Косинусная часть спектра в  диапазоне отрицатель-
ных рабочих частот:

> plot(sqrt((–2+2*cos(x*10)-x*10*sin(x*10)^2)), 
x= –4*Pi.4*Pi,

y= –4.4, title=”|ReS(w)|”);

Заключение

 Четырехточечная аппроксимация приводит к более 
компактному интегралу по  сравнению с  трехточечной, 
поэтому в  ГОСТ уделяется внимание четным отсчетам. 
Рассмотрение собственного движения системы приво-
дит к необходимости рассмотрения свободной и вынуж-
денной составляющей[7, 13]. Выполнение и  уточнение 
преобразования Фурье требует вспомогательной фор-
мулы, например общей теоремы Муавра [15], что приво-
дит к необходимости уточнения взгляда на комплексный 

аргумент для комплексных амплитуд. Рассмотрение че-
тырехточечной аппроксимации по сравнению с трехто-
чечной, приводит к взгляду на радикал(ы) аппроксима-
ции, преобразования для которого можно выполнить 
дополнительно. Возможно рассмотрение обратной за-
дачи, т. е. получения усредненного переходного процес-
са по спектру или по плотности распределения.

Функциональный уровень приводит к возможности 
получения интересных формул и зависимостей. Однако, 
практическое построение схемотехнических решений 
всё ещё более востребовано на  базе методов позво-
ляющих быстро получить схемотехническое решение, 
которое можно уточнить с  помощью квадратурных 
методов. Для получения спектра через FFT на  C++ до-
статочно накапливать статистику амплитуд. Получение 
рабочей частоты работы САУ — отдельная сопряженная 
задача. Полученный дискретный аналог частоты явля-
ется усредненным в  пределах четырех малых величин 
(запаздываний), с привязкой к последней поступившей 
амплитуде. Такой дискретный аналог можно привести 
к  аналитическому виду в  пределах четырех бесконеч-
но-малых величин с  изображениями на  базе дискрет-
ного преобразования Лапласа, используя вместо ар-
гумента арккосинус, для дискретного аналога частоты. 
Получение решений в  аналитическом виде становится 
ещё более актуальным, когда для дальнейшей прора-
ботки на аналого-цифровой платформе, например в NI 
LabView или на  функциональном уровне, требуется 
хотя  бы предварительное решение, при этом основой 
топологии может стать не  вся схема, а  её однотипный 
блок, который достаточно тиражировать, что проиллю-
стрировано в статье.
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