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Аннотация. В работе исследуется процесс гибели и размножения в эколо-
гической системе «хищник — жертва». Построен переход от популяции од-
ного вида к двум. Также показано применение метода волны вероятности 
к  этому процессу. Для описания метода волны вероятности используется 
теория систем массового обслуживания.
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Введение

С уществует система уравнений А. Лотки — В. Воль-
тера[1,2], которая описывает процесс гибели 
и  размножения в  экологической системе «хищ-

ник — жертва». Эта система дифференциальных уравне-
ний требует решения численными методами. В  работе 
предложен метод волны вероятности для исследования 
процесса гибели и размножения в экологической систе-
ме «хищник -жертва». Этот метод является более про-
стым с точки зрения вычислений. Он основан на прин-
ципе Гюйгенса — Френеля. При использовании метода 
волны вероятности строится граф, каждое состояние 
которого характеризует численности хищников и жертв 
соответственно. В  нем применяются теория игр и  те-
ория систем массового обслуживания. Метод волны 
вероятности для экологической системы «хищник — 
жертва» получается из  метода волны вероятности для 
экологической системы «хищник — хищник» с добавле-
нием дополнительных измерений графа. Для обосно-
вания применения метода волны вероятности рассмо-

трим процесс гибели и  размножения в  теории систем 
массового обслуживания.

1. Описание процесса  
гибели и размножения

В  теории систем массового обслуживания широкое 
распространение имеет специальный класс случайных 
процессов — процессов гибели и размножения [3]. Раз-
меченный граф состояний такого процесса представлен 
на рисунке 1.

Рассмотрим упорядоченное множество состояний 
системы S0, S1,…, Sn. Переходы могут осуществляться 
из  любого состояния только в  состояния с  соседними 
номерами, то  есть из  состояния Sk возможны перехо-
ды только либо в  состояние Sk-1, либо в  состояние Sk+1. 
Предположим, что все потоки событий, переводящие 
систему по стрелкам графа, простейшие с соответствую-
щими интенсивностями λ или μ. По графу, представлен-
ному на рисунке 1, обычно составляются и решаются ал-
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гебраические уравнения для предельных вероятностей 
состояний.

2. Апробация метода волны 
вероятности на задаче гибели 
и размножения с дискретными 
состояниями и непрерывным временем

Рассмотрим метод волны вероятности на  примере 
задачи динамики численности популяций одного вида 
(хищников и  жертв). Пусть увеличение числа особей 
происходит с  постоянной интенсивностью λ, а  интен-
сивность гибели пропорциональна числу особейi*μ(-
где i-количество особей популяции, а  μ — интенсив-
ность гибели). Аналогом такой системы может быть 
система массового обслуживания с бесконечным чис-
лом каналов[4,5]. Граф данной системы представлен 
на рисунке 2.

Для того чтобы данную задачу можно было решать 
методом волны вероятности, необходимо добавить 
к графу ещё одно измерение так, как это показано на ри-
сунке 3.

В  результате этого получен граф, в  котором при 
продвижении на  одно положение по  горизонтали про-
исходит увеличение числа особей одного вида, а  при 
продвижении по  вертикали — уменьшение. Если необ-
ходимо пронаблюдать систему за  некоторый короткий 
промежуток времени, то  в  качестве исходной точки Sk 
выбирается некоторое начальное положение, из  кото-
рого стартует система. Это показано на рисунке 4.

При наличии дополнительных данных о  состоянии 
системы положение может определяться начальным 
условием вида P(Sk) = 1. Если же необходимо проана-
лизировать, как будет вести себя система в  стационар-

Рис. 1. Граф состояний для процесса гибели и размножения

Рис. 2. Граф задачи динамики численности популяций одного вида.

Рис. 3. Преобразованный двухмерный граф задачи динамики численности популяций одного вида 
(Начальное состояние S0)
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Рис. 4. Преобразованный двухмерный граф задачи динамики численности популяций одного вида 
(начальное состояние Sk)

Рис. 5. Граф задачи динамики численности популяции одного вида для расчёта методом волны 
вероятности.
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ном режиме, то в качестве k выбирается математическое 
ожидание количества особей.

После чего интенсивности перехода заменяются ве-
роятностями перехода из  данного состояния в  каждое 
из  возможных состояний. Далее будут использованы 
следующие обозначения: Pk — вероятность перехода 
в состояние с меньшим числом особей. Вероятность Pk 
рассчитывается по следующей формуле:
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Так как система из  k-го положения может перейти 
либо в k – 1-ое, либо в k + 1-ое, то вероятность перехода 
в k + 1-ое состояние составляет 1 – Pk.

Финальный граф для расчёта плотности вероятности 
состояний изображён на рисунке 5.

Расчёт в графе ведётся по диагоналям, в которых состо-
яния удалены от начального на одинаковое количество ша-
гов. Формула волны вероятности в этом случае имеет вид:

  (2)

где Pk
n – вероятность нахождения системы в Sk состо-

янии после реализации n событий.

В качестве результатов расчёта берутся деленные по-
полам вероятности нахождения системы в  состояниях 
из последних двух диагоналей. Это позволяет получить 
гладкое распределение, и сумма полученных вероятно-
стей состояний равна единице.

Рис. 6. Сравнение результатов распределений, полученных разными методами
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3. Применение метода волны 
вероятности для расчета одномерной 
системы гибели и размножения 
с дискретными состояниями 
и непрерывным временем

С  помощью описанного выше метода была прове-
дена оценка плотности распределения в задаче гибели 
и  размножения в  стационарном режиме. Для расчётов 
использовались следующие начальные данные: λ = 30 
(интенсивность размножения), μ =1 (интенсивность ги-
бели), n от 20 до 80 (численность популяции одного вида)

Результаты расчёта приведены на рисунке 6, где p — 
вероятности состояний популяции для задачи гибели 
и размножения, n — численность популяции.

Стабилизация графика распределения наблюдается 
уже при трёхстах этапах расчёта. Графики распределе-
ний, рассчитанных численно и  аналитически, практи-
чески идентичны. Наблюдается лишь незначительный 
сдвиг максимума численного распределения в сторону 
уменьшения числа опытов. Размер сдвига не уменьшает-
ся с увеличением числа этапов. Такой сдвиг может быть 
обусловлен увеличением интенсивности появления со-
бытий при увеличении числа особей, не  учитываемом 
в методе волны вероятности.

4 Двухмерный случай системы 
гибели и размножения с дискретными 
состояниями и непрерывным временем

Двухмерный случай системы гибели и размножения 
аналогичен экологической системе «хищник — жертва», 
где происходит взаимодействие двух популяций, кото-
рые гибнут и  размножаются. Приведем фрагмент двух-
мерного графа данной системы на рисунке 7

В  случае двухмерного графа выполняется действия 
аналогичные действиям из  раздела 2. Производится 
удвоение количества измерений графа. Каждой популя-
ции из экологической системы «хищник — жертва» ста-

вится в соответствие два измерения графа. Вдоль одного 
из  них происходит увеличение числа особей, соответ-
ствующего вида, а вдоль другого — уменьшение.

Для вероятностей перехода между состояниями 
справедлива следующая формула:
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Формула волны вероятности для двухмерного слу-
чая имеет вид:
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Далее интенсивности перехода заменяются веро-
ятностями перехода из  данного состояния в  каждое 
из возможных состояний.

Выводы

1. 1. Рассмотрена задача динамики численно-
сти популяций одного вида (задача гибели 
и размножения) с дискретными состояниями 
и непрерывным временем. Показано приме-

Рис. 7. Фрагмент двухмерного графа экологической системы «хищник — жертва»
Где λ — естественная прибыль жертв при отсутствии хищников, μ — коэффициент, отвечающий 

за количество жертв, поедаемых хищниками, ν — естественная убыль хищников в отсутствии пищи,  
τ — прибыль хищников при поедании ими жертв, Sij– состояние системы (i– количество хищников,  

j — количество жертв).
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нение метода волны вероятности к  данной 
задаче.

2. 2. Дан частный пример динамики численности по-
пуляций одного вида, при интенсивности раз-
множения λ = 30, интенсивности гибели μ =1 и ко-
лебаний численности популяции n (от 20 до 80).

3. 3. Осуществлен переход от одномерного к двух-
мерному случаю гибели и  размножения для 
нескольких популяций в  экологической си-
стеме «хищник — жертва». Показано приме-
нение метода волны вероятности к  данной 
системе.
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