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Аннотация. Ранее предложенная авторами стохастическая дифференци-
альная модель (СДМ) формирования цены значительно более адекватно 
описывает изменение ценового ряда в сравнении с классической моделью 
цены, поскольку она учитывает случайную природу изменения коэффи-
циентов роста и  волатильности ценового ряда. Именно уравнения на  два 
последних коэффициента и  входят в  систему стохастических дифферен-
циальных уравнений (СДУ) кроме цены самого финансового инструмента. 
В данной статье в рамках СДМ определяются коэффициенты системы СДУ, 
с помощью которой происходит моделирование ценового ряда.
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Введение

Задача построения адекватной с практической точ-
ки зрения математической модели ценового ряда 
является одной из классических задач экономики 

в целом и финансовой математики в частности. В работе 
[4, С.  5–6] проанализирована динамики вероятностных 
характеристик ценовых рядов нескольких российских 
акций торгуемых на Московской межбанковской валют-
ной бирже (ММВБ) в 2002–2003 годах. На основе прове-
денного анализа была предложена стохастическая диф-
ференциальная модель (СДМ) ценового ряда [4, С.  22], 
которая учитывало случайную природу изменения 
коэффициентов роста и  волатильности, что значитель-
но адекватнее отражало реальность, чем классическая 
модель цены [4, С. 4], в которой данные коэффициенты 
предполагались постоянными. В  СДМ коэффициенты 
роста  и  волатильности  являются стационарными 
случайными процессами на R и R+ соответственно. Для 
аппроксимации их распределений, с помощью критерия 
согласия χ2 Пирсона [10, С. 8], когда по выборке оцени-
ваются первые два момента распределения, определя-
ются наиболее адекватные распределения в множестве 
анализируемых непрерывных распределений на R и R+ 
соответственно. В результате анализа динамики коэффи-

циентов  и   в [4, С. 7–10; 9, С. 656] было предложено 
аппроксимировать их распределения одним из  набо-
ра симметричных непрерывных распределений с  воз-
можными значениями на  всей числовой оси R (для ) 
и одним из набора распределений с возможными значе-
ниями на положительной полуоси R+ (для ). Целесоо-
бразность выбора именно из рассматриваемого набора 
распределений вытекала из  практических наблюдений 
выборок для ценовых рядов, соответствующих раз-
личным акциям в  2002–2003  годах. Этот набор был до-
полнен новыми непрерывными распределениями [9, 
С.  656–657] в  силу значительного расширения рынка 
ценных бумаг и накопления огромного массива истори-
ческих цен за последние 15 лет.

В настоящей работе представлены формулы для ко-
эффициентов системы СДУ, которая возникает в  рам-
ках СДМ [4, С.  22; 9, С.  657]. Предложенные формулы 
будут использованы для прогноза ценовых рядов в ав-
томатизированной финансовой экосистеме мобиль-
ных приложений [7, С.  137; 8, С.  158], наряду со  сто-
хастической кинетической моделью формирования 
цены [2, С. 110] и технологиями глубокого обучения [5, 
С.  23; 6, С.  807]. Актуальность данной тематики связа-
на с ростом объемов торговли на финансовых рынках 
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и  спросом на  адекватные и  универсальные торговые 
алгоритмы.

Система СДУ  
для прогноза ценовых рядов

Классической моделью динамики цены рисково-
го актива является геометрическое броуновское дви-
жение, которое удовлетворяет СДУ в  смысле Ито (см., 
например, [4, С.  4]). При этом, поскольку в  прикладных 
задачах финансовой математики время дискретно из-за 
специфики данной предметной области (котировки ак-
ций, индексов определяются с  некоторым дискретным 
шагом — тиком), то  целесообразно перейти от  непре-
рывной модели к дискретной: (1), где ηn — независимые 
стандартные нормальные случайные величины, h — шаг 
равномерной сетки по  времени, Pn — моделируемая 
цена акции в узле номер n. Влияние параметров моде-
ли на  плотность распределения Pn подробно изучена, 
а  также хорошо известны недостатки данной модели, 
основным из  которых является неограниченный рост 
дисперсии Pn с ростом n. При формировании СДМ, учи-
тывающей стохастичность параметров μ и σ для нивели-
рования недостатков классической модели, использо-
вался метод «скользящего окна» [4, С. 5; 9, С. 655].

При имеющемся историческом ряде цен {Pi;  
i = 1, ..., T} прогноз PT+1, ..., PT+t в рамках СДМ строит-

ся на основе системы СДУ в соответствии с выбранными 
распределениями (см., например, [4, С. 23]): (2).

Здесь n≥T, h — шаг сетки (тик), ηn,i — независимые 
стандартные нормальные величины (i = 1, 2, 3), Mμ 
и Mσ — математические ожидания величин  и  , соот-
ветственно, оцененные по исторической выборке с по-
мощью скользящего окна [4, С.  5; 9, С.  655]. Далее мы 
приведем формулы, определяющие функции Ф1 и  Ф2, 
а также величины А1 и А2. Заметим, что часть формул ис-
правляют некоторые опечатки и  неточности, допущен-
ные ранее в  работе [4, С.  12–22], а  также имеют более 
удобный для моделирования вид; другая часть формул 
получена впервые для распределений предложенных 
в  [3, С.  71; 9, С.  656–657]. Оценки для величин А1 и  А2 
представлены впервые.

Коэффициент роста

Функция Ф1(x) для каждого конкретного рас-
пределения находится по  формуле [1, С.  5–6] (3), где 
fμ(x) — непрерывная плотность распределения, выбран-
ная с помощью критерия согласия χ2 Пирсона [10, С. 8], 
Mμ — соответствующее математическое ожидание.

Для распределения Чампернауна (обозначим  
y = β(x – α)) имеем (4). Здесь C = Ich(∞)/2 = 0.915 965 594... —  
постоянная Каталана.

                             (1)

                     (2)

                        (3)

                      (4)
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Для нормального распределения имеем (5).

Для логистического распределения 

 имеем (6).

Для распределения Лапласа имеем (7)

Для обобщённого нормального распределения

  имеем (8).

Здесь  — неполная  

гамма-функция.

Для распределения Стьюдента (n > 3, n ∈ ) имеем (9).

Коэффициент волатильности

Функция Ф2(x) для каждого конкретного распреде-
ления находится по формуле [1, С. 5–6] (10), где fσ(x) — 
непрерывная плотность распределения, подобранная 
с помощью критерия согласия χ2 Пирсона [10, С. 8], Mσ — 
соответствующее математическое ожидание.

Для гамма распределения имеем (11).

 

                          (5)

 

                     (6)

                                  (7)

                      (8)

                          (9)

                           (10)
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Для логнормального распределения имеем (12).

Здесь  — 

функция ошибок.

Для распределения Рэлея имеем (13).

Здесь erfc(t) = 1 – erf(t) — дополнительная (остаточ-
ная) функция ошибок.

Для распределения Вальда имеем (14).

Для распределения Накагами 

 имеем (15).

                   (11)

                (12)

                       (13)

                    (14)
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Здесь Г(a, z) — неполная гамма-функция.

Для распределения Вейбулла имеем (16).

Для распределения Максвелла имеем (17).

Величины A
1
 и A

2

Далее для оценки величин A1 и A2 посчитаем следующие 
выборочные корреляции соседних величин [1, С. 8]: (18).

Здесь N — параметр скользящего окна, Vμ и  Vσ — 
дисперсии величин  и  , соответственно, оцененные 
по исторической выборке с помощью скользящего окна 
[4, С. 5; 9, С. 655].

Отсюда имеем следующие выражения: (19).

Предложенные в  данной статье формулы были 
успешно протестированы на большом количестве исто-
рических ценовых рядов. Результаты тестов будут пред-
ставлены в наших следующих работах.

Заключение

СДМ — одна из  основных частей математического 
блока (наряду со стохастической кинетической моделью 
[2, С. 108], искусственными нейронными сетями и боль-
шими массивами данных [5, С. 24; 6, С. 800]) интеллекту-
альной финансовой экосистемы, которая в автоматизи-
рованном режиме позволяет планировать, оценивать 

                   (15)

                (16)

                    (17)

                   (18)

                      (19)
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и контролировать результаты инвестиций индивидуаль-
ных пользователей мобильного приложения [7, С. 137; 8, 
С.  158]. Внедрение предлагаемой экосистемы позволит 

привлечь на  фондовый рынок розничных непрофесси-
ональных инвесторов, что может обеспечить приток ин-
вестиций и ликвидности в реальный сектор экономики.
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