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Аннотация. Известно, что практические потребности в разработке способа 
быстрой перестройки автоколебательных систем на основе использования 
информации о фазо-частотных свойствах их колебаний диктует необходи-
мость развития приемов качественно-численного моделирования дина-
мики соответствующих систем управления. При  этом система управления 
должна не  только обладать простотой технической реализации, но  и бли-
зостью к стратегии оптимального управления. В настоящей работе на при-
мере исследования динамики системы с  частотно-фазовым управлением 
рассматривается методика построения математической модели, основан-
ная на  применении метода точечных отображений. Метод точечных ото-
бражений дает возможность не  только использовать кусочно-постоянную 
форму сигнала управления, но  и позволяет проанализировать механизм 
взаимодействия фазового и частотного управления. В результате простран-
ство состояний системы состоит из  трех основных подпространств и  двух 
подпространств переходных движений, в  каждом из  которых поведение 
фазовых траекторий определяется уравнениями с постоянной структурой. 
Вследствие принципиальной нелинейности процессов в системе, разработ-
ка процедуры их моделирования является актуальной. И особенно важным 
является моделирование процесса перехода от режима фазового управле-
ния к режиму частотного управления.

Ключевые слова: математическое моделирование, динамика системы, си-
стема синхронизации, комбинированная широтно-импульсная модуляция 
управляющего сигнала.
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Summary. It is known that practical needs in developing a method 
for rapid restructuring of self-oscillating systems based on the use of 
information on the phase-frequency properties of their oscillations 
dictate the need to develop techniques for qualitative and numerical 
modeling of the dynamics of the corresponding control systems. At the 
same time, the control system should not only be simple to implement 
technically, but also close to the optimal control strategy. In this paper, 
using the example of studying the dynamics of a system with frequency-
phase control, a method for constructing a mathematical model based 
on the application of the point mapping method is considered. The point 
mapping method makes it possible not only to use a piecewise constant 
form of the control signal, but also allows one to analyze the mechanism 
of interaction between phase and frequency control. As a result, the state 
space of the system consists of three main subspaces and two subspaces 
of transient motions, in each of which the behavior of phase trajectories 
is determined by equations with a constant structure. Due to the 
fundamental nonlinearity of processes in the system, the development 
of a procedure for their modeling is relevant. And especially important is 
the modeling of the process of transition from the phase control mode to 
the frequency control mode.
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Введение

Известно, что в  основе практически важной при-
кладной задачи реализации надежной радио-
связи [1,2] лежит использование управляемых 

синтезаторов частот (СЧ) [3], построенных на  базе им-
пульсных систем фазовой синхронизации. В  таких си-
стемах используется широтно-импульсная модуляция 
(ШИМ) управляющего сигнала и  поэтому их математи-

ческие модели (ММ) являются частным случаем систем 
с переменной структурой (СПС), порядок смены диффе-
ренциальных уравнений в которых определяется дина-
мическими свойствами фазовых траекторий движения 
и  реализуется в  моменты переключения управляющих 
импульсов [4]. Именно в силу этого обстоятельства изу-
чение динамики ММ таких СЧ осуществляется на основе 
применения метода точечных отображений [5].
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В настоящей работе излагаются основные моменты 
применения указанной методики к  исследованию ди-
намики системы синхронизации с  комбинированной 
широтно-импульсной модуляцией управляющего сигна-
ла. В качестве базовой модели используется синтезатор 
частоты (СЧ) с  комбинированным импульсным частот-
но-фазовым детектором (КИЧФД) [3, c.28]. Такой СЧ объ-
единяет в себе принцип управления по числу импульсов 
(частотное детектирование (ЧД)) и принцип управления 
по  временному рассогласованию (импульсное фазовое 
детектирование (ИФД)) двух соседних во времени им-
пульсов, а именно: импульса синхронизирующего опор-
ного сигнала (ОС) и  выходного импульса счетчика (С) 
числа периодов подстраиваемого генератора (ПГ). Фазо-
вое управление функционирует в случае, если импульсы 
ОС чередуются во времени с выходными импульсами С. 
Частотное управление включается, если процесс чере-
дования импульсов ОС и С нарушается. При появлении 
во времени подряд двух или более импульсов С прину-
дительно устанавливается минимально возможное зна-
чение сигнала управления, а при появлении во времени 
подряд двух или более импульсов ОС — его максималь-
но возможное значение.

Вследствие принципиальной нелинейности процес-
сов в  системе в  режиме фазового управления [6], раз-
работка процедуры моделирования процесса перехода 
от  режима фазового управления к  режиму частотного 
управления, необходимая для построения математиче-
ской модели в целом, является актуальной.

Математическая модель системы, построенная 
на основе метода точечных отображений

Сущность использования метода точечных отобра-
жений для изучения динамики СЧ с  КИЧФД [5] состоит 
в  использовании для рассмотрения динамики СЧ фа-
зовых подпространств, соответствующих постоянству 
структуры дифференциального уравнения

a q t t t qd d g u/ , ,( ) = ( )( ) Ј Ј Ј Ј( )0 1 0 1    (1)

описывающего процесс заполнения счетных декад С. 
Уравнение (1) определено на  единичном отрезке без-
размерного времени τ, равном периоду ОС; θ — без-
размерная, нормированная на  единицу, координата С, 
причем после заполнения С при θ = 1 происходит мгно-
венный сброс на значение, θ = 0 и при этом на выходе 
С появляется управляющий импульс; α — безразмерный 
показатель С, причем значение α = 1 соответствует не-
управляемому ПГ, когда u(τ) = 0; g(u) = 1 + Su — линейная 
характеристика ПГ с крутизной S > 0.

Согласно логике работы КИЧФД режим частотного 
детектирования (ЧД) с  минимально возможным значе-
нием u ut( ) =  включается в режиме импульсно-фазово-

го детектирования (ИФД) при появлении повторного им-

пульса С, а с максимальным значением u ut( ) =  — при 
появлении повторного импульса ОС. При  чередовании 
импульсов С и ОС в режиме ФД, ближайший приходящий 
во времени импульс ОС запускает генератор пилообраз-
ного напряжения так, что на его выходе появляется сиг-
нал управления

u u u ut t t( ) = �( ) + Ј Ј( )0 1 .              (2)

При использовании импульсного фазового детекто-
ра типа «выборка-запоминание» u(τ) = u(τ0) = const, где  
τ0 — момент прихода импульса С. Поскольку в режимах 
ЧД и  ИФД структура уравнения (1) неизменна, можно 
считать, что при u ut( ) =  уравнение (1) определено 
в подпространстве П1, при u ut( ) =  — в подпростран-
стве П3  и в режиме ИФД с u(τ), определяемой выражени-
ем (2) — в подпространстве П2.

Фазовое подпространство П2 , в котором определено 
уравнение (1) при условии (2) есть развертка фазового 
тора. Изображающая точка движения (ИТД) начинает 
свое движение в  П2  при θ = 0 с  фазовым положением 
τ = τ0 и подчиняется уравнению фазовой траектории

q t a t t t t t( ) = ( )( ) �( ) Ј Ј( )g x0 0 0/ ,          (3)

и при увеличении τ может достигнуть либо границы 
θ = 1, либо границы τ = 1 подпространства П2 .

Достижение ИТД границы θ = 1 [7] означает появле-
ние при t t= < 1 повторного импульса С, что переводит 
ИТД в подпространство П1 частотного управления с по-
нижением частоты ПГ при u u= . При  этом состояние 
θ = 1, t t= < 1 подпространства П2 переходит в началь-
ное состояние движения в П2  порождая отображение

T21:               t t a t= + ( )( )( )0 0/ ,g u                              (4)

где a a t t a t t< ( ) = ( )( ) �( ) Ј Ј( )1 0 0 01 0 1g u / .

Достижение ИТД границы τ = 1 подпространства П2  
[7,8] означает появление повторного импульса ОС, сброс 
фазовой координаты τ со значения τ = 1 на  значение 
τ = 0 и переход к дальнейшему рассмотрению динамики 
движения в следующем периоде ОС. Если в течение это-
го второго периода ИТД вновь приходит на границу τ = 1, 
то это означает появление повторного импульса ОС, что 
переводит ИТД в  пространство П3  частотного управле-
ния с повышением частоты ПГ при u u= . При этом со-
стояние q q t= =, 1 подпространства П2 переходит 
в начальное состояние q q t= =, 0 движения в П3, по-
рождая отображение

T23:                  q a t t= ( ) ( )( ) �( )1 20 0/ ,g u                   (5) 
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где a a t t a t t> ( ) = ( )( ) �( ) Ј Ј( )2 0 0 02 0 1g u / . .

Если в течение указанного выше второго периода ОС 
ИТД приходит на границу θ = 1, то реализуется режим че-
редования импульсов С и ОС, и СЧ остается в режиме фа-
зового управления. При этом порождается отображение

T22:         
t t a t

t t a t a a t

= + ( )( )( ) �

О ( ) < < ( )( )
0 0

0 2 1 0 2 0

1/

, , .

g u

P
              (6)

Анализ свойств фазовых траекторий с  начальными 
условиями θ = 0, τ = 0 в  П1 показывает, что ИТД может 
оставаться в П1, порождая отображение

T11:          
t t a a

t a a a a a

= + ( ) �

Ј Ј � < <( )
0

0

1

0 2 2

/

/ , ,
                (7)

где a a= ( ) = ( )g u g u, , а может переходить в подпро-
странство П2  в соответствии с отображением

T12: 

t t a a

a a t a a a

t a a t a a

= + ( ) �

� Ј < < <

= + ( )йл щы Ј < і

0

0

0 0

2 1 2

0 1 2

/ ,

/ , ;

/ , ,

m

m E

жж

и
з

ц

ш
ч
  (8)

где E — знак взятия целой части, а m і 2.

Аналогичная ситуация имеет место в  подпростран-
стве П3, а именно ИТД может оставаться в подпростран-
стве П3 , порождая отображение

T33:       
q q a a

q a a a a a

= � ( )

Ј Ј � < <( )
0

00 2 2

/

/ , / ,
            (9)

и переходить в подпространство П2 в соответствии с ото-
бражением

T32:   

t a a q q a a

a a q a a a

q a a

= ( ) � + + ( )[ ]( ) �

� Ј Ј ( ) < <

Ј Ј <

/ /

/ , / ;

,

1 1

2 1 2

0 1

0 0

0

0
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//
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2( )
ж

и
з
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ш
ч

     (10)

Качественное исследование поведения системы

Отображение T22, определяющее динамику СЧ в  ре-
жиме ИФД, имеет единственную неподвижную точку. 
Подставляя в (6) условие t t t0 = = *, находим, что для 
линейной характеристики ПГ

a a t t t= ( ) = ( )( ) = � �( ) +йл щы* * * .g u S u u u1 (11)

График функции a a t= ( )*  (11) удовлетворяет при 
0 1Ј Јt*  системе неравенств a t a a t1 2* *( ) < < ( ) и, 
следовательно, неподвижная точка t t0 = * существует 
во всей полосе удержания, т.е. при a a a< < .

Неравенства τ*>0, τ*<1 и  g u( ) > 0 определяют 
на  плоскости α, S треугольную область существования 
синхронного режима и  невырожденности g u( ) >( )0  
характеристики ПГ

0 1 1 1 0 0< � � < < < >( )a a
u u

S
u

u u, , .(12)

Из вида ФП (6) следует, что условие устойчивости не-
подвижной точки t t t t t t0 0 0 1= =( ) <* / *d d  нару-
шается на границе 

N S u u� = �( ): / ,2a                         (13)

которая отсекает от  треугольной области существова-
ния (12) ее левую верхнюю часть (в сторону уменьшения 
α и увеличения S). Тем самым определена область суще-
ствования и устойчивости в «малом» неподвижной точ-
ки τ0 = τ* в режиме ИФД [7].

Непосредственно из вида функций последования (7), 
(9) следует, что ИТД при любых значениях параметров 
уходит из  подпространств П1 и  П3 в  П2. Таким образом 
для ответа на вопрос об устойчивости τ* «в большом» не-
обходимо рассмотреть вопрос об устойчивости циклов 
отображений T32T23 и T12T21.

Несложный анализ функций последования (ФП) по-
казал, что при a a a aЈ Ј ,2  график ФП T22 определен 
при всех 0 10Ј Јt  (рисунок 1). На границе a a= 2  ФП 
T22 при τ0 = 1 равна единице, а при переходе через грани-
цу в сторону больших значений S становится определен-
ной в интервале t t0 0 1� Ј Ј , где t t0 1�( ) = . . При этом 
в интервале t t0 0 1� Ј Ј  определена ФП T23 , так что ито-
говый график ФП подпространства П2  в себя в интерва-
ле соответствует произведению T32T23 . В силу этого для 
рассмотрения условий глобальной устойчивости непод-
вижной точки τ* отображения T22 в этом случае необхо-
димо исследовать характер графика ФП отображения 
T32T23.

При одновременном выполнении неравенств 
a a a q a a/ , /2 201< < > , где q a a01 2= � ( )/ , со-
ответствующий вид графиков ФП отображения подпро-
странства П2 в себя приведен на рисунке 2. На рисунке 2 
использовано обозначение t q23 23

1
01= �T . Количество пе-

риодов графика ФП в интервале 0 0 0Ј Ј �t t  увеличива-
ется по мере приближения графика ФП T33 к биссектрисе 
и  при a a® � 0  неограниченно возрастает. При  этом 
график ФП T32T23 поднимается вверх, уменьшаясь по ам-
плитуде при τ23 → 1. При q a a t01 232 0= Ч =/  и на ри-
сунке 2 пилообразность графика ФП T32T23 исчезает, так 
что остается один ниспадающий участок.

При a a q® + ®/ 2 0 001  график ФП стягивается 
в точку q q01 0 1= =, , правый конец графика T32 опуска-
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ется до нуля, а единственный ниспадающий участок гра-
фика ФП T32T23 пересекает биссектрису t t= 0 в  левом 
нижнем углу квадранта t t0 0, ,>  доказывая тем самым 
возможность существования неподвижной точки τ** 
цикла T32T23, отличной от неподвижной точки τ* отобра-
жения T22.

То есть при указанном подходе представляется воз-
можность убедиться, что отображение T32 играет роль 
ловушки, из которой величина t ИТД поступает в интер-
вал определения отображения T22. Таким образом, мож-
но качественно сформировать графики ФП в квадранте 
t t0 0, ,> . При  этом в  интервале t t0 0 1� Ј Ј  представ-
лен график отображения  T22, а в интервале 0 0 0Ј Ј �t t  

сформированный график произведения T32T23, т.е. предо-
ставляется возможность качественного исследования 
процессов в СЧ в «большом». Отметим, что график про-
изведения указанных отображений напоминает собой 
неравномерную пилу, располагающуюся по высоте в ди-
апазоне 2 1a a t a a/ / .( ) � Ј Ј  График ФП отображе-
ния T22 имеет монотонно убывающий характер и распо-
лагается при t t0 0 1� Ј Ј  в верхней части квадрата.

Непосредственно из рисунка графиков ФП видно, что 
если точка t a a0 2 1� �( ), /  лежит выше биссектрисы ко-
ординатного угла t t0 0, > , то итерации с течением вре-
мени приводят в режим ИФД, обеспечивая глобальную 
устойчивость неподвижной точки отображения T22. Если 
указанная точка лежит ниже биссектрисы, что реализу-
ется при больших S, то произведение отображений T32T23 
имеет неподвижную точку. Последнее может означать 
либо потерю глобальной устойчивости неподвижной 
точки τ0 = τ* режима ИФД, либо увеличение длитель-
ности переходных процессов вследствие прохождения 
ИТД в  окрестности неустойчивой неподвижной точки 
седлового типа [10].

Заметим, что границы существования неподвижной 
точки произведения отображений T32T23 определяются 
формулами

q t t a

q q a a q a a

t

** ** ** /

** ** / **, ** ** / ,

**

= ( )( ) �( )
= + � = +[ ]

g u

m m E

2

3 3

== �( )
= ( )( ) �( )

a q a

a t t

1

2

** / ,

** ** .g u

(14)

Из (14) следует, что θ** = 1, а q a a** / ** .= + �1 3m  
Но тогда при a a a/ 2 < <  и  E = 2 систему (14) можно 
переписать в виде

a a t

a t t t

= +( )
= ( )( ) �( ) Ј Ј( )

1 2

2 0 1

** / ,

** ** ** .g u
(15)

Анализ поведения границы (15) позволяет сделать 
вывод, что в той части области удержания, где

 
1 2 3

3 1 2 1 4

+ +( ) < <

< +( ) �( ) �йл щы �( )йл щы

u u S

Su u u S S u u

/

/ ,

a
(16)

у цикла T32T23 существует неподвижная точка τ**, при-
чем d dt t t/ ** ,0 1( ) < �  т.е она всегда неустойчива [11, 
с. 91–96].

Аналогичный анализ поведения произведения ото-
бражений T12T21 дает возможность установить, что в об-
ласти существования и устойчивости неподвижной точ-
ки τ0 = τ* неподвижная точка цикла T12T21 не существует. 
А  это обеспечивает для τ* устойчивость «в  большом» 
в области существования и устойчивости.

Рис. 1. График ФП T22 при a a a aЈ Ј ,2

Рис. 2. Вид графиков ФП отображения подпространства 
П2 в себя при a a a/ 2 < <
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