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Аннотация. Рассматривается класс обыкновенных дифференциальных 
уравнений 2-го порядка со степенными правыми частями, подклассом 
которого является обобщённое уравнение Эмдена–Фаулера (ОУЭФ). Для 
одного уравнения из  класса ОУФЭ, общее решение которого выражается 
через тригонометрические и гиперболические функции косинуса и тангенса, 
построена дискретная группа преобразований 78-го порядка, подгруппами 
которой являются группы преобразований диэдра 6-го и  12-го порядков, 
а также изображены графы этих дискретных групп.
Найдены все уравнения орбиты указанного выше уравнения из класса ОУЭФ 
и приведены общие решения всех этих уравнений.
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DISCRETE GROUPS AND SOLUTIONS  
OF POWER DIFFERENTIAL EQUATIONS  
OF THE ORBIT OF TANGENTS  
OF THE GENERALIZED EMDEN–FOWLER 
EQUATION
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Summary: We consider a class of ordinary differential equations of 
the 2nd order with power right-hand sides, a subclass of which is the 
generalized Emden–Fowler equation (GEFE). For one equation from the 
GEFE class, the general solution of which is related to the trigonometric 
and hyperbolic cosine and tangent functions, a discrete 78th order 
transformation group is constructed, subgroups of which are the 6th 
and 12th order dihedral transformation groups, also the graphs of these 
discrete groups are constructed.
All equations of the orbit of the original equation from the GEFE class are 
found and general solutions of these equations are calculated.
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Введение

Одна из  главных задач теории дифференциаль-
ных уравнений — нахождение точных решений 
уравнений. Эта задача успешно решается метода-

ми дискретно-группового анализа дифференциальных 
уравнений, разработанного В.Ф. Зайцевым [1].

Впервые «подвергся» дискретно-групповому анализу 
класс обобщённых уравнений Эмдена–Фаулера (ОУЭФ):

y Ax y yxx
k l

x
mІ = ( )′ ,                                   (1)

для которого была найдена дискретная группа диэдра 
(6-го порядка) преобразований, замкнутых в этом классе 
уравнений.

С помощью метода «размножения» разрешимых слу-
чаев (по  найденной группе диэдра и  её расширениям) 
В.Ф. Зайцевым и его научной школой было получено более 
100 разрешимых уравнений [1–5] в классе уравнений (1). 

В свою очередь, эти интегрируемые случаи являются 
«фундаментом» для «размножения» разрешимых урав-

нений в  более общих классах уравнений, в  частности, 
в 4-хпараметрическом (не считая коэффициента) классе 
степенных уравнений:

y Ax y y xy yxx
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Для класса уравнений (2) была найдена группа пре-
образований диэдра 12-го порядка, с помощью которой 
было получено [3] около 400 разрешимых уравнений 
класса (2). Но общие решения этих уравнений до сих пор 
практически не вычислены, за малым исключением.

Представленная работа посвящена дискретным сим-
метриям и вычислению точных решений степенных диф-
ференциальных уравнений вида (2) орбиты тангенсов 
ОУЭФ.

Данная статья является продолжением и конкретиза-
цией статей [6] и  [7], в которых был указан путь нахож-
дения уравнений орбиты тангенсов и  вычисления их 
решений. В  представленной статье эти алгоритмы реа-
лизованы: найдены 78 уравнений степенного вида (2) 
орбиты тангенсов ОУЭФ и получены их общие решения.
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Группы диэдра для классов уравнений (1) и (2)

Обозначим класс уравнений (2) с  помощью вектора 
параметров.

k l m n A, , ,( )                                       (1)

Тогда его подкласс (1) при n = 0:

k l m A k l m A, , , , ,0( ) = ( )                         (2)

Основой дискретно-группового анализа дифферен-
циальных уравнений является нахождение преобразо-
ваний, замкнутых в исследуемых классах уравнений.

Для класса уравнений (1) были найдены 2 преобразо-
вания, действующие на всём классе уравнений [1]:
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где E — тождественное преобразование.

Преобразования r и  g являются образующими дис-
кретной группы преобразований диэдра 6-го порядка:

D3
2 2 2 3 2= { } = = ( ) =E g g r gr g r r g gr E, , , , , ,        (5)

Для класса уравнений (2) была найдена группа пре-
образований диэдра 12-го порядка [3]:
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с образующими:
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Графы групп D3 (5) и  D6 (6) изображены на  рис. 1 
и рис. 2.

Уравнения, соответствующие вершинам графов, по-
мещены в табл. 1 и 2. Дуги графов обозначают преобра-
зования — элементы групп (5) и (6), связывающие урав-
нения.

Рис. 1. Граф группы D3 

Рис. 2. Граф группы D6 
Таблица 1. 

Уравнения-вершины графа группы D3 
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Дискретные группы 18-го и 78-го порядков

Рассмотрим уравнение 
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принадлежащее классам уравнений (1) и (2).

Применив к  (9) и  преобразованным уравнениям 
группу D3  3 раза, получаем группу 18-го порядка, граф 
которой изображён на рис. 3, где 
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Замечание 1. На рис. 3 опущено преобразование r, 
удваивающее граф.

Применив к  вершинам i.1 (i = 1, 2, …, 7) группы D6,  
получаем граф группы 78-го порядка (декартово про-
изведение графов на  рис. 3 и  рис. 2), изображённый 
на рис. 4.

Уравнения, соответствующие графам на  рис. 3 
и рис. 4, помещены в таблицу 3.

Замечание 2. На рис. 4, так же, как и на рис. 3, опу-
щено преобразование r, поэтому отсутствует половина 
вершин 1.1′–7.6′.

Замечание 3. На рис. 4 изображён граф с 42 верши-
нами — после удвоения с  помощью преобразования r  
получается 84 вершины.

Но уравнение 3.4 совпадает с уравнением 3.1′, поэто-
му уравнения 3.1′–3.6′ дублируют уравнения 3.1–3.6. По-
сле исключения вершин 3.1′–3.6′  получается граф 78-го 
порядка.

Замечание 4. Если бы уравнение 3.4 не  совпадало 
с уравнением 3.1′, то к нему можно было бы применить 
D3, как показано пунктиром на рис. 4, а затем к двум но-
вым образовавшимся вершинам можно бы было приме-
нить D6. Таким образом, граф на рис. 4 был бы как мини-
мум 108-го порядка.

Решения уравнений орбиты тангенсов

Уравнение 
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и
з ц

ш
чA                                       (13)

обозначенное на рис. 3 и 4 вершиной 1.1, имеет общее 
решение в  параметрическом виде (τ-параметр), выра-
женное через тригонометрические и  гиперболические 
функции (см. таблицу 4), следовательно, все уравнения-
вершины графов на рис. 3 и 4 также выражаются через 
тригонометрические и  гиперболические функции, так 
как решения уравнений связаны теми же преобразова-
ниями, что и сами уравнения.

Выберем в  качестве «ключевых» уравнения, соот-
ветствующие вершинам i.1 (i = 1, 2, …, 7), изображённые 
на рис. 3. Общие решения «ключевых» уравнений поме-
щены в таблицу 4. 

К каждой из «ключевых» вершин i.1  на рис. 4 «при-
креплён» граф группы D6, состоящий из  12-ти вершин. 
Таким образом, решения ещё 11-ти уравнений i.2—i.6 
выражается через решение «ключевого» уравнения.

Обозначим общее решение «ключевого» уравнения 
i.1 в параметрическом виде:

x y y xy yx x= = = � =a b g d, , ,′ ′                     (14)

Таблица 2. 
Уравнения-вершины графа группы D6 

1 k l m n A, , ,( ) 1′ l k m n n An, , ,� � + �( ) Ч( )�3 1 1

2 � � + + � �( ) Ч( )�n m k l l Al, , ,3 1 1 2′ � � � �( )m n k l A, , ,

3 l k l m n m Al m, , ,� � � � � + �( ) Ч( )+3 3 1 3′ � � � �( ) Ч( )�k l l n m Al3 1 1, , ,

4 � + � � + + �( ) Ч( )� �m m n k k l Ak m, , ,3 3 1  4′ m n m l k l Al m+ � � � + + �( ) Ч( )� �3 3 1, , ,
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Рис. 3. Граф группы 18-го порядка

Рис. 4. Граф группы 78-го порядка
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Таблица 3. 
Уравнения-вершины графов 18-го и 78 порядков
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Таблица 4. 
Общие решения «ключевых» уравнений
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Вычислив по  графу группы D6  на  рис. 2 преобразо-
вания, связывающие 11 вершин i.2—i.6′ с  «ключевым» 
уравнением i.1, получаем таблицу 5 [8], в которой пред-
ставлены решения уравнений i.2—i.6′ через α, β, γ, δ 
из (13).

Замечание 5. Масштабированием можно убрать ко-
эффициент (–1)λ при A в правых частях уравнений табли-
цы 5.

Таблица 5. 

Решения уравнений i.2—i.6′ через решение  
«ключевого» уравнения i.1 (i = 1, …, 7)
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Пример

Покажем на  примере, как пользоваться таблицей 5 
для нахождения решений уравнений i.2—i.6′ через ре-
шение «ключевого» уравнения i.1. Найдём, к  примеру, 
общее решение уравнения 1.6:
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′
′= �( )� �3

5
3 2
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и
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ш
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через решение уравнений 1.1:

y Ax yxx
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�
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5
3 или 2 5

3
0 0, , ,�ж

и
з ц

ш
чA                  (16)

По графам группы D6  на рис. 2 и рис. 4 легко видеть, 
что

1 6 1 1
1 5

. .h h� =ѕ ®ѕѕѕ , 

где       h5 1: , , ,x y y xy yx x= = � = � =
g

d
g

b a′ ′         (17)

Преобразование h5 указано в  последней строке та-
блицы 5. Буквами α, β, γ, δ обозначим общее решение ис-
ходного уравнения 1.1 (9):
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       (18)

Тогда композиция (17) и (18) является общим решени-
ем уравнения 1.6 (14):

x
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(T1 и T2 указаны в (18)).

Замечание 6. Совокупность уравнений-вершин гра-
фа на рис. 4 названа орбитой тангенсов, так как «роди-
тель» всех этих уравнений имеет решение (18) через три-
гонометрические и гиперболические функции тангенса 
и косинуса.
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