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Аннотация. В данной работе рассматривается метод V-функции как воз-
можный аппарат математического моделирования траекторно-волново-
го движения объекта (частицы) в  кулоновском поле сил. Анализируется 
возможность решения прямой и обратной задачи динамики на базе дан-
ного метода, в связи с чем проводится исследование волновой функции 
для объекта и определяется его энергия. При моделировании движения 
электрона в кулоновском поле, рассматриваемый метод позволяет уста-
новить правило квантования энергии водородоподобного атома, которое 
полностью совпадает с классическими результатами.

Ключевые слова: траекторно-волновое движение, моделирование движе-
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Введение

Особое место в  квантовой механике отводится 
корпускулярно-волновому дуализму (дуализму волны 
и  частицы). То  есть такому свойству квантового объ-
екта, при котором он при одних условиях проявлять 
свойства классических волн, а при других — свойства 
классических частиц. Проблема корпускулярно-волно-
вого дуализма остается актуальной и  в  современных 
исследованиях [1,2].

В  данной работе рассматривается физическая ре-
альность, в  которой волновое движение объекта не-
разрывно связано с  траекторным и  наоборот. Такая 
постановка также рассматривается в работах [3,4]. При 
описании примем, что движение частицы определяет-
ся физической волной, а  наличие траектории свиде-
тельствует о существовании частицы.

Поскольку в  данной статье описывается модели-
рование траекторно-волнового движения объекта 
(частицы) в  кулоновском поле сил с  помощью метода 
V-функции, перед тем, перейти непосредственно к рас-
смотрению, обозначим, что понимается под методом 
V-функции.

1. Моделирование траекторно-волнового 
движения объекта

Метод V-функции представляет собой математиче-
ский аппарат для моделирования движения квантового 
объекта, траекторное движение которого сопряжено 
с волновым [5–8].

Моделирование траекторно-волнового движения 
объекта включает в себя решение прямой и обратной 
динамики при движении в центральном поле сил. Пря-
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мую задачу динамики в данном случае можно предста-
вить в следующем виде: по заданным дифференциаль-
ным уравнениям, описывающим траекторию движения 
объекта, требуется определить волновую функцию.

Для этого введем вектор фазовых координат, 
однозначно определяющих состояние системы, 

, где , с помощью Rn обо-
значено n-мерное евклидово пространство, и  время 

 с помощью T обозначен интервал времени. Рас-
смотрим систему дифференциальных уравнений, опи-
сывающих траекторию движения объекта:

)(xfx = .  (1)

Уравнения (1) охарактеризуем как уравнения, опре-
деляющие состояние исследуемого объекта и удовлет-
воряющие теореме о существовании и единственности 
решений.

Введем однозначную, конечную, кусочно-не-
прерывную волновую функцию (V-функцию) 

.

Следует отметить, что представленная выше волновая 
функция должна удовлетворять следующему уравнению:

.  (2)

Для определения начальных условий рассмотрим 
следующие теоремы:

Теорема 1. Для перехода в новое состояние необхо-
димо и достаточно существование V-функции, удовлет-
воряющей условию:

  (3)

Теорема 2. Движение объекта, описываемое систе-
мой дифференциальных уравнений (1), происходит так, 
что в каждый момент времени вектор фазовой скоро-
сти сонаправлен с градиентом волновой функции:
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x

V T

λ=
∂

∂ .  (4)

Принимая в  рассмотрение физику процесса, удов-
летворение V-функции условиям теоремы 1, 2 и  усло-
вию связанности волновой функции с  траекторией 
движения объекта, получаем начальные условия, име-
ющие вид:

0),( === oM ttxxV   (5)

  (6)

где xM — точка, в которой находится объект.

Граничные условия могут быть представлены в сле-
дующем виде:

  (7)

  (8)

Обратная задача динамики представляется в  виде: 
по  заданной волновой функции определить траекто-
рию движения объекта.

При заданной волновой функции из (4) сразу следу-
ет решение обратной задачи динамики:
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К тому же, если выполняется условие 
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тогда уравнение (2) принимает вид:
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2. Моделирование движения частицы 
в потенциальном поле сил

Рассмотрим движение в  3-х мерном пространстве. 
Согласно сохранению энергии:

EzyxUzyxm
=+

++ ),,(
2

)( 222


. (11)

где m — масса объекта;
U — потенциальная энергия;
Е — полная энергия.

На основе закона сохранения энергии и уравнения 
(10) составим систему:
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Преобразуем систему и перейдем к уравнению:
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Проведем ряд преобразований, пользуясь методом 
разделения переменных
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− XX
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UE ω   (14)
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Поскольку движение объекта в данной работе рас-
сматривается в кулоновском поле сил, то  потенциаль-
ная энергия может быть представлена в виде:

, (15)

где Ze — заряд ядра, r — расстояние между объек-
том и центром сил.

В  результате второе уравнение системы (14) выра-
жено следующим образом:

.  (16)

Проведем ряд преобразований и получим:
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где .

В  ходе дальнейших преобразований перейдем 
к сферической системе координат и исключим из рас-
смотрения сферически несимметричные решения. 
Применим также метод разделения переменных и рас-
смотрим уравнение для радиальной составляющей:

.  (18)

Произведем замену:  

и разделим получившееся уравнение на r, отметим, 
что в данном случае u — некоторая кусочно-непрерыв-
ная, конечная функция:

,  (19)
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Рассмотрим решение данного уравнения.

При l = 0 уравнение (19) может быть решено через 
степенной ряд. Принимая во  внимание асимптотиче-
ское решение (r → ∞), получим общее решение вида:
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При подстановке его в (19) при l = 0 получим следу-
ющие уравнения:
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Где , 

a .

Как было сказано ранее, решение можно найти 
в виде степенного ряда 
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Подставив его в уравнение (21), получим:

.  (22)

Отсюда получаем, что a0 = 0, а коэффиценты a(±)
n+1 со-

ответствуют следующему соотношению:
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Ряд 
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обрывается, исходя из  решения обратной задачи 
динамики ( 0)( =+

ma  при 1+≥ nm ), что приводит к ре-
шению:
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где C — постоянная.

Отметим, исходя из оптико-механической аналогии 
[5,8] ,2 ω=E и из равенства nk01 2=β , которое по-
лучается из  (23), следует, что энергия электрона на  n 
уровне равна 
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Из  чего можно сделать вывод, что уравнение (19) 
при l ≠ 0 удовлетворяет тем же значениям энергии как 
и при l = 0, следовательно, решения (19) могут быть по-
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строены на основе решения этого уравнения при l = 0 
для соответствующих значений энергии.

Проведем преобразования уравнения (19):

  (25)

Далее для удобства вычислений введем 
0r
rx = :

,  (26)

где 

2

22

4
2

4

3

42222
2

0
2
0 4

1
2

2
2

2
2

n

n
em
em

E
emE

E
e

E
mrk

e

eee ==





=








=







ω

2

22

4
2

4

3

42222
2

0
2
0 4

1
2

2
2

2
2

n

n
em
em

E
emE

E
e

E
mrk

e

eee ==





=








=







ω
.

С  учетом этого окончательное уравнение примет 
вид:

.  (27)

Его начальные условия выглядят следующим обра-
зом: .

Таким образом, можно сделать вывод, что метод 
V-функции может быть использован для моделирова-
ния траекторно-волнового движения объекта (части-
цы) в кулоновском поле сил, а также для установления 
правила квантования энергии водородоподобного ато-
ма.

Заключение

В данной работе на базе метода V-функции заклады-
ваются основы траекторно-волновой динамики. Про-
водится моделирование траекторно-волнового движе-
ния электрона в водородоподобном атоме.

При моделировании движения электрона в  куло-
новском поле, с  помощью метода V-функции получе-
но правило квантования энергии водородоподобного 
атома, которое такое же как в классических результатах 
Шредингера и Бора [9,10].
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