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Аннотация. Разработана математическая модель иммунного ответа на воз-
никновение в организме новообразования, учитывающая взаимодействие 
делящихся клеток и клеток иммунной системы. Контактное взаимодействие 
рассматривается как конкуренция двух типов клеток в  функциональном 
пространстве. Определяются возможные варианты стационарных состоя-
ний. В  качестве методов лечения предлагается модель внешнего вмеша-
тельства и иммунотерапии, влияющей на скорости биохимических реакций.

Ключевые слова: математическое моделирование, устойчивость, новообра-
зование, модель лечения, рецидив.

Введение

Злокачественные новообразования являются важ-
нейшей медицинской и  социальной проблемой. 
Они характеризуются высокой смертностью, за-

нимая по этому показателю 2–3 место после смертности 
от  сердечнососудистых заболеваний. Трудноизлечи-
мы — пятилетнее время дожития после лечения по неко-
торым локализациям составляет около 20% от всех про-
шедших курс лечения. В  социальном плане — слабым 
участием населения в  профилактической поддержке. 
Обращение за  медицинской помощью происходит уже 
при высокой степени заболеваемости, и, как следствие 
этого, высока смертность в  течение первых двух лет 
после обращения в  органы здравоохранения. По  неко-
торым локализациям на сегодняшний день не найдены 
эффективные средства лечения, а по некоторым высока 
стоимость лечения [1,2]

Наименьшей структурной единицей всего живого 
является клетка. [3]. Клетки являются частью многокле-
точного организма, в котором они объединены в ткани 
и  органы и  связаны различными формами регуляции. 
Нормально функционирующая клетка может делиться 
несколько раз. Но в ней заложена программированная 

клеточная гибель — апоптоз, энергетически зависимый 
и  генетически контролируемый процесс, освобождаю-
щий организм от ненужных клеток. В этом процессе ме-
сто погибших клеток занимают новые клетки. Погибшие 
клетки исчезают бесследно и быстро. Окружающие клет-
ки при этом смыкаются, так что структура ткани не изме-
няется. При снижении апоптоза происходит накопление 
клеток, а при увеличении наблюдается уменьшение ко-
личества клеток в ткани.

Иммунная система объединяет ткани и  органы, 
в  которых происходит образование, взаимодействие 
и  рециркуляция клеток (иммуноцитов), распознающих 
генетически чужеродные субстанции (антигены) и  осу-
ществляющие специфические защитные реакции. Глав-
ными клетками, осуществляющими иммунологический 
контроль и  защиту организма, являются Т-лимфоциты. 
Обнаруженный иммуноцитами антиген захватывается 
и передается Т-лимфоциту. После ликвидации антигена 
часть Т-лимфоцитов сохраняется в  клетках памяти. По-
вторная встреча с антигеном приводит к более быстрой 
и интенсивной защитной реакции.

Опухолевый рост — патологический процесс, характе-
ризующийся патологическим разрастанием ткани с  при-
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знаками атипизма. Клетки злокачественных опухолей 
не  погибают естественным образом (нарушен контроль 
апоптоза), оставаясь незрелыми и  быстро делящимися, 
не  дифференцируются, оставаясь «бессмертными» [4, 5]. 
Опухоль растет автономно, не нуждаясь в ростовых стиму-
лах, полностью или частично вырабатывает свои собствен-
ные ростовые факторы, а  также выводит из  своей ткани 
вещества, ингибирующие митоз. Злокачественная опухоль 
может осуществлять инвазивный рост с  прорастанием 
и разрушением прилежащих тканей и органов [3].

Период удвоения солидных опухолей у  человека 
по  разным оценкам изменяется от  15 до  1400 дней [6]. 
Для наиболее часто встречаемых опухолей молочной 
железы у женщин и рака легкого у мужчин период удво-
ения по различным оценкам изменяется [4] от 30 до 200 
дней. Однако, детальное исследование кинетики роста 
опухоли у  человека не  считается приемлемым в  силу 
этических причин.

Математическая модель

Размножение клеток — само регулируемый процесс. 
Такой процесс можно описать на основе логистического 
уравнения [7]

  (1)

где μ — удельная скорость роста, а N* — число кле-
ток, необходимых для нормального функционирования 
органа, который они образуют.

Стационарное состояние N = 0 — неустойчивое,  
а N = N* — устойчивое. То есть в соответствующем функ-
циональном органе появление небольшого количества 
«избыточных» клеток приводит их к  быстрой гибели, 
а недостаток быстро восполняется.

Клетки злокачественной опухоли (делящиеся клетки) 
размножаются, как и  нормальные, путем деления не-
прерывно, не погибая. Рост опухоли происходит в неко-
тором функциональном пространстве организма. Если 
опухоль заполняет все это пространство, то дальнейший 
ее рост может сопровождаться, либо инвазией в  окру-
жающие ткани, либо метастазированием в  соседние 
органы. Поэтому для описания динамики размножения 
делящихся клеток в  ограниченном функциональном 
пространстве можно использовать логистическое урав-
нение (1).

Клетки иммунной системы (эффекторные клетки) 
обнаруживают делящиеся клетки и уничтожают их, при 
этом частично погибают и сами. Модель взаимодействия 
между делящимися клетками и клетками иммунной си-
стемы как модель конкуренции предложена в [8, 9]:

  (2)

где E — количество эффекторных клеток, 
µγαα ,,,,, 2121 bb  — параметры.

Взаимодействие этих двух типов клеток происходит 
при их контакте со скоростью гибели делящихся клеток 
α1TE, а эффекторных — α2TE. Эффекторные клетки «ста-
реют» со скоростью γE, а генерируются при появлении 
делящихся клеток со скоростью 

. 

В  этой модели учитывается, что скорость поступле-
ния эффекторных клеток в  функциональное простран-
ство ограничена величиной b1E.

К системе уравнений (2) добавляются начальные ус-
ловия

( ) ( ) εε EtETtT ==== 0,0 ,

где Tε и Eε — малые положительные величины.

Эти начальные условия подразумевают, что в началь-
ный момент времени в  функциональном пространстве 
появляется малое количество делящихся клеток и  од-
новременно с ними иммунная система реагирует на их 
появление и  вырабатывает небольшое количество эф-
фекторных.

Система уравнений (2) может иметь три стационар-
ные точки.

1. Стационарная точка системы уравнений (2)

0,0 == ET

будет неустойчивой, поскольку одно из  двух соб-
ственных значений

γλµλ −== 21 ,

матрицы Якоби правой части системы уравнений (2) 
является положительным.

2. В стационарной точке

0,1 == ET

собственные значения матрицы Якоби

ИНФОРМАТИКА  И  ВыЧИСЛИТЕЛьНАЯ  ТЕХНИКА  И  УПРАВЛЕНИЕ

75Серия: Естественные и технические науки №1 январь 2021 г.



γαλµλ −−
+

=−= 2
2

1
21 1

,
b

b
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То есть при больших «расходах» эффекторных клеток 
на уничтожение делящихся (при больших значениях α2), 
или при высоких скоростях «старения» эффекторных 
клеток (при большие значениях γ) делящиеся клетки до-
стигнут максимального значения T = 1.

3. Третья стационарная точка, лежащая в  области  
0 < T < 1,0 < E, находится из системы уравнений
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  (3)

Левая часть первого уравнения при T = 0 принимает 
отрицательные значения, а  при выполнении неравен-
ства

12

1
2 +

<+
b

bγα   (4)

при T = 1 будет принимать положительные значения. 
Поэтому в  этом случае стационарная точка, в  которой  
0 < T < 1 и 0 < E будет существовать. При этом пер-
вая и вторая стационарная точки будут неустойчивыми. 
То  есть при малых скоростях «старения» эффекторных 
клеток (при высокой «активности» иммунного ответа) 
делящиеся клетки могут и  не  занимать все функцио-
нальное пространство. Неравенство (4), накладывае-
мое на параметры системы уравнений (2), обеспечивает 

устойчивость стационарного состояния (3), в  котором 
рост количества делящихся клеток будет стабилизиро-
ван. Если  же это неравенство не  выполняется, то  деля-
щиеся клетки постепенно заполняют все функциональ-
ное пространство.

Таким образом, модель (2) не  допускает существо-
вание устойчивого стационарного состояния с  отсут-
ствующими делящимися клетками. Стационарная точ-
ка, определяемая из системы уравнений (3) будет либо 
устойчивым фокусом, либо устойчивым узлом. То  есть, 
это стационарное состояние можно сопоставлять с «хро-
ническим заболеванием», или считать опухоль «дремлю-
щей».

Модель стадий заболевания  
и модель лечения

В  систему уравнений (2) входят 6 параметров. Кон-
кретный набор этих параметров можно сопоставлять 
с  биохимическими характеристиками конкретного 
«больного». Выбирая эти характеристики случайным об-
разом из заданного диапазона для N «больных», можно 
построить распределение «больных» по  стадиям забо-
левания [10]. Четыре стадии «заболевания» в модели (2) 
вводятся исходя из значений функции T(t), попадающие 
в диапазоны: 0 ≤ T(t) < 0.2 — стадия I, 0.20 ≤ T(t) < 0.40 —  
стадия II, 0.40 ≤ T(t) < 0.6 — стадия III,  0.60 ≤ T(t) < 0.80 —  
стадия IV.

Распределение 50  000 условных больных по стадиям 
заболевания (как результат решения задачи Коши для си-
стемы уравнений (3)) в разные моменты времени отраже-
но на рис. 1. Стадии отмечены римскими цифрами. Пара-
метры выбирались случайным образом из  диапазонов: 

[ ]010.0;005.01 ∈α , [ ]002.0;001.02 ∈α , [ ]030.0;015.01 ∈b ,  
, , [ ]008.0;004.0∈µ .
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Рис. 1. Распределение числа «больных» по стадиям заболевания во времени
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Распределение «больных» по стадиям в момент вре-
мени t = 1.5 года согласно рис.  1 следующее: стадия 
I — 18%, стадия II — 40%, стадия III — 32%, стадия IV — 
17%. В  Российской федерации по  данным Популяцион-
ного ракового регистра [10] число больных с  впервые 
в  жизни установленным диагнозом злокачественного 
новообразования на I и II стадии заболевания составля-
ет около 50% больных, на III и IV стадиях по 20%. То есть 
расчетные данные, в  предположении, что диагноз ста-
вится через 1.5 года после начала заболевания, согласу-
ются с данными ракового регистра [10].

Одним из основных методов лечения является внеш-
нее вмешательство [11] Но на всех этапах лечения чело-
века применяется поли химиотерапия. Наряду с  этими 
методами применяется и  иммунотерапия [10] Лечение 
начинается с  момента постановки диагноза, который 
может быть поставлен в  том случае, если опухоль до-
стигла клинически определимого размера [12]. Внеш-
нее вмешательство моделируется следующим образом. 
В момент времени t = t* количество делящихся клеток 
достигших значения T = T*, уменьшается до  малого 
по  сравнению с  единицей значения δT. Если осущест-
вляется полное удаление, то  принимается, что δT = 0. 
Однако поскольку стационарная точка T = 0, E = 0 яв-
ляется неустойчивой, то при любом сколь угодно малом 
значении δT процесс роста количества делящихся кле-
ток продолжится.

В рамках модели (2) при выполнении неравенства (4) 
существует только одно устойчивое стационарное со-
стояние: T = 1, E = 0 . Поэтому в этом случае внешнее 
вмешательство не изменит стационарное состояние си-

стемы уравнений (4). Химиотерапия также будет носить 
локальный характер, понижая периодически количе-
ство делящихся клеток. При иммунотерапии можно, уве-
личивая скорость поступления в  функциональное про-
странство эффекторных клеток, изменить соотношения 
между параметрами в  (4) таким образом, что устойчи-
вым равновесным состоянием станет состояние, опре-
деляемой из соотношений (3).

Модель иммунотерапии после внешнего вмешатель-
ства (при t > t*) имеет вид

  (5)

Этот вариант стабилизации числа делящихся клеток 
позволяет за счет введения химиопрепаратов Drug уве-
личить скорость возникновения клеток иммунной си-
стемы. Параметр α характеризует скорость «внедрения» 
препаратов Drug в биохимические реакции.

На  рисунке 2 приведены результат численного ре-
шения системы уравнений (5) для случая параметров  
μ = 0.004, α1 = 0.005, α2 = 0.001, b1 = 0.015, b2 = 0.05, 
γ = 0.01, Drug = 0.03, α = 0.1 в  виде зависимости 
функции T(t) от времени. При этом наборе параметров 
устойчивой стационарной точкой является T = 1, E = 0.  
На  участке 0 ≤ t < t* происходит рост числа делящих-
ся клеток. В  момент времени t* = 4 осуществляется 
внешнее вмешательство, уменьшающее количество де-
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Рис. 2. Изменение функции T(t) во времени, с учетом «лечения» (хирургия + иммунотерапия)
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лящихся клеток до значения δT и вводятся химические 
препараты Drug = 0.03, постепенно включающиеся 
в  механизмы увеличения скорости поступления числа 
клеток иммунной системы в функциональное простран-
ство.

При рассмотренном варианте «лечения» нера-
венство (4) со  временем будет нарушено, устойчивой 
стационарной точкой станет точка (3), в  которой де-
лящиеся клетки будут занимать только часть функ-
ционального пространства. Сразу после внешнего 
вмешательства, поскольку все делящиеся клетки 
не уничтожены, снова начинается рост числа делящих-
ся клеток. Результат влияния иммунотерапии скажется 
спустя некоторое время. После момента времени t = 
6 начнется уменьшение число делящихся клеток с по-
степенным переходом в «хроническое» стационарное 
состояние. Вариант роста число делящихся клеток без 

«лечения» после момента времени t = t* отмечен пун-
ктирной линией.

Решение задач Коши для систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений осуществлялось в среде ма-
тематического пакета Matlab [13] с применением встро-
енных функций ode**.

Заключение

Разработанная математическая модель новообразо-
вания позволяют объяснить зависимость роста числа 
делящихся клеток от  активности иммунной системы. 
Математическое моделирование применения иммуно-
терапии к лечению онкологических заболеваний в кли-
нической практике дает возможность оценить необхо-
димую длительность лечения до наступления ремиссии, 
а так же время проявления рецидива.
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