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Аннотация. В работе рассматривается метод точечных представлений (то-

чечного моделирования) как метод математического моделирования диф-

ференциальных и  интегральных уравнений использующий, сплайновые 

ступенчатые модели, и  точечное представление функций и  операторов. 

Возникающие при этом конечномерные модели есть гомоморфные образы 

соответствующих объектов, имеющие максимально возможную степень 

адекватности, увеличивающуюся с ростом размерности до полной эквива-

лентности. Рассмотрены алгебраические структуры точечных представле-

ний. Показано, что алгебра AM(0, T) в пространстве всех кусочно-непре-

рывных ограниченных функций, определенных на  конечном временном 

промежутке [0, T] с бинарной операцией обычного умножения естествен-

ным образом может быть положена в  основу точечного моделирования 

линейных и  нелинейных процессов, описываемых дифференциальными 

и интегральными уравнениями различного типа. Получены точечные пред-

ставления для различных операций над функциями. Построена точечная 

модель однородного нелинейного дифференциального уравнения, доказа-

на теорема о существовании его точечного решения.

Ключевые слова: Приближенно-аналитические операторные методы моде-

лирования, метод точечных представлений, точечное моделирование диф-

ференциальных уравнений, точечный изображающий вектор.

М атематическими моделями динамических про-
цессов и  систем служат дифференциальные 
и  интегральные уравнения различного типа. 

В  общем случае нелинейные, аналитическое решение 
которых возможно лишь в редких случаях. Поэтому ча-
сто применяют численные методы, которые эффективны 
для некоторого класса задач, но лишены аналитичности. 
В  связи с  этим остается актуальным разработка и  при-
менение приближенно-аналитических операторных 
методов моделирования, основанные на алгеброизации 
дифференциальных и  интегральных уравнений. К  наи-
более распространенным таким методам относятся 
метод точек [1], и операторные методы, предложенные 
учеными [2; 3], метод изображающих векторов [4] и дру-
гие. Все они имеют свои достоинства и свои недостатки. 
В данной работе речь пойдет о методе точечных пред-
ставлений (точечного моделирования), использующем 
сплайновые ступенчатые модели и  точечное представ-
ление функций и операторов.

1. Точечное представление функций

Определение 1. Точечным изображающим вектором 
функции f (t)  М (0, Т) — пространству всех кусочно-не-
прерывных ограниченных функций, определенных 
на  временном конечном промежутке [0, Т] называется 
N-вектор

  (1)

ассоциированный с чебышевской N-сеткой I рода

.  (2)

При этом условимся определять значение   N
kf t  

в некоторой точке  N
kt  из этой сетки, являющейся точ-

кой возможного конечного разрыва непрерывности 
функции, как среднее арифметическое ее значений сле-
ва и справа.

POINTWISE MODELING AND SOLVING 
CAUCHY PROBLEMS FOR NONLINEAR 
DIFFERENTIAL EQUATIONS

V. Osipov 
V. Osipova 

Summary. The method of pointwise representations (pointwise 

modeling) as a method of mathematical modeling of diff erential 

and integral equations using spline step models, and a pointwise 

representation of functions and operators is considered in the work. 

The fi nite-dimensional arising in this case models are homomorphic 

images of the corresponding objects, which have the highest possible 

degree of adequacy, which increases as soon as dimension increases 

until the complete equivalence. Algebraic structures of pointwise 

representations are considered. It is shown that the algebra AM (0, 

T) in the space of all piecewise continuous bounded functions defi ned 

on a fi nite time interval [0, T] with a binary operation of ordinary 

multiplication can naturally be used as the basis for pointwise 

modeling of linear and nonlinear processes described by diff erential 

and integral equations of various types. Pointwise representations 

for various operations on functions are obtained. A pointwise model 

of a homogeneous nonlinear diff erential equation is constructed, a 

theorem on the existence of its point solution is proved.

Keywords: Approximately operator methods and analytical modeling, 

the method of point representations, modeling point of diff erential 

equations, vector representing the point.

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

114 Серия: Естественные и технические науки №7 июль 2019 г.



Определение 2. Инволютивным точечным изобра-
жением функции f (t) M (0, T) или, просто, инволюцией 
называется диагональная матрица

          1 , ,N N N
T v Nf Diag f t f t f t N N      ,  (3)

которая ставится в  однозначное соответствие то-
чечному изображающему N-вектору Tf  составленная 
из тех же элементов с тем же порядком их следования.

2. Алгебраические структуры 
точечных представлений

Пусть М (0, Т) есть пространство всех кусочно-непре-
рывных ограниченных функций, определенных на  вре-
менном конечном промежутке [0, Т]. Сделаем его нор-
мированным, вводя Sup-норму

  (4)

Тогда С  (0, Т) — пространство всех непрерывных 
на [0, Т] функций становится подпространством в М (0, Т), 
причем

Пространства М (0, Т) и С (0, Т) относительно введен-
ной нормы становятся полными, т. е. банаховыми [11]. 
Пространство М (0, Т) оказывается, вместе с тем, и гиль-
бертовым пространством L2 (0, Т) с  соответствующей 
нормой.

Поскольку произведение любых двух функций из М 
(0, Т) снова окажется функцией пространства М (0, Т), 
то оно становится замкнутым множеством относительно 
операции умножения со свойством нормы (4)

 (5)

и  окажется не  только банаховым пространством, 
но  образует коммутативную банахову алгебру с  едини-
цей ||1|| = 1. Обозначим ее символом АМ (0, Т).

Очевидно, АС (0, Т) — банахова алгебра с единицей 
всех непрерывных на [0, Т] функций будет подалгеброй 
алгебры АМ (0, Т).

В функциональном пространстве М (0, Т) может быть 
введена и другая бинарная операция элементов — опе-
рация свертки, обобщающая операцию вольтеровского 
интегрирования, и определяя этим сверточную алгебру 
АSМ (0, Т), которая, однако, не  имеет единичного эле-

мента. Она — подалгебра сверточной алгебры обобщен-
ных функций с единичным элементом в виде δ-функции 
δ(t) — сингулярной обобщенной функции.

Такая более широкая нормированная (в  смысле 
L1-нормы) сверточная алгебра с  единицей, обозначен-
ная символом АSL1 (0, Т), лежит в основе точечного мо-
делирования линейных динамических процессов, что 
подробно рассмотрено в работах [5; 6].

Алгебра АМ (0, Т) с бинарной операцией элементов 
в виде обычного умножения естественным образом мо-
жет быть положена в основу точечного моделирования 
линейных и нелинейных динамических процессов, опи-
сываемых дифференциальными и интегральными урав-
нениями различного типа.

Функциональное пространство М (0, Т) будет го-
моморфно отображаться на  N-мерное векторное про-
странство

N
TR –точечных изображающих векторов (1), 

в частности, с нормой

  
 

 tfSupftfSupf
Tt

N
v

v
T

,0
   (6)

Гомоморфизм TN: М (0, Т) N
T

T RN  означает, что 
точечный изображающий N-вектор Tf  (1) является об-
разом не одной функцииf (t)  М (0, Т), а целого множе-
ства функций, таких, что разность между любыми дву-
мя представителями из этого множества есть функции 
вида

       cos ; 0,M N N
tr t t N t M T
T

       (7)

с  нулями в  узлах N-сетки (2), поэтому их точечные 
преобразования имеют нулевой образ в

N
TR . Множе-

ство функций (7) образует ядро КегTN гомоморфизмаTN:

  (8)

Всякая функция f (t) из М (0, Т), доопределенная до чет-
ной периодической, имеет приближающую модель MN (f; 
t) в форме квадратурной N-суммы Фурье, построенной 
по отчетам   N

vtf  Nv ,1  в узлах N-сетки (2). Поэтому 
точечные изображающие N-векторыf (t)  М (0, Т) и ее 
моделиMN (f; t) М (0, Т) оказываются одинаковыми, т. е. 
преобразованием ТN они отображаются в один и тот же 
элемент N

T Tf R . Их разность принадлежит ядру (8) го-
моморфизма ТN:  и, сле-
довательно      trtfMtf NN  ;

т.е. всякая функция из М (0, Т) представляется в виде 
суммы своей интерполяционной модели, построенной 
по узлам чебышевской N-сетки (2) и некоторого элемен-
та из  ядра КегTN гомоморфизма TN. Последний играет 
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роль ошибки приближения интерполяционной моде-
лью. При N →   ∞ ошибка отождествляется с нулем в ме-
трикеL2 (0, Т) (в среднеквадратичном), т. к.

и, следовательно, сходимости

   tftfM NN



;lim и   0lim 


trNN

 (9)

имеют место почти всюду на [0, Т] (т. Карлесона)[8].

Множество SN(0, Т) интерполяционных моделей 
функций МN(0, Т) образует пространство, являющееся 
N-мерным подпространством в М (0, Т). Отображение М 

(0, Т) SN(0, Т) есть описанный уже гомоморфизм 
ТN с ядром (8). Множества SN(0, Т) и 

N
TR  эквивалентны, 

т. к. между их элементами существует взаимно однознач-
ное соответствие. Как пространства они изометрически 
изоморфны.

Отметим также, что пространство М (0, Т) является 
одновременно коммутативной банаховой алгеброй АМ 
(0, Т) относительно бинарной операции обычного умно-
жения. Пространство 

N
TR  точечных векторных изобра-

жений как гомоморфный образ пространства М (0, Т), 
также обладает таким свойством.

Отсюда следует, что множество 
N
TR  точечных век-

торных изображений с  введенной операцией покоор-
динатного умножения образует относительно Sup-нор-
мы (6) при любых N коммутативную банахову алгебру 
с единицей. Обозначим ее символом А N

TR . Поскольку 
для любых f (t) и φ (t) из M (0, T) справедливо представ-
ление то точеч-
ное преобразование TN при любых N реализует непре-
рывный гомоморфизм не  только пространстваM (0, T) 
на пространство 

N
TR , но и соответствующих банаховых 

алгебр

Однако, отображение PN: M (0, T) SN (0, T) 
уже таким свойством не обладает, поскольку SN (0, T) — 
пространство N-мерных интерполяционных моделей 
функции из M (0, T), имеющих вид квадратурных сумм 
Фурье по системе косинусов, не является алгеброй от-
носительно обычного умножения, как бинарной опера-
ции.

Множество сплайновых моделей

           0

1
; ; 0, ,

N
N N

N T v N v
v

Sp f t f t t t f t M T


     (10)

ассоциированных с  чебышевской N-сеткой (2) 
и с итерполяционными элементами

  
   

   
 ,,1;

2
,

2
0

2
,

2
1

Nv

N
Tt

N
Ttt

N
Tt

N
Ttt

tt
N

v
N

v

N
v

N
v

N
vN 
















 







 

   (11)

имеющих вид прямоугольных импульсов единичной 
высоты [5,6,7,9], образуют не только Sup-нормированное 
пространство  ступенчатых интерполяционных 
форм, являющимся N-мерным подпространством в  M 
(0, T), но и коммутативную банахову алгебру 0

NASp  с еди-
ницей относительно операции обычного умножения, 
которая оказывается подалгеброй алгебры АМ. Иначе 
говоря, пространство , как множество ступенчатых 
интерполяционных форм, замкнуто относительно би-
нарной операции обычного умножения. Кроме того,

   0 1 ; 1 0, .N TSp t M T 

Таким образом, гомоморфное отображение πN про-
странстваM (0, T) на  свое подпространство  
сплайновых моделей переходит в  гомоморфизм алге-
бры АМ на алгебру 0

NASp , причем последняя при любых 
N изометрически изоморфна алгебре N

TAR .

При N →   ∞ последовательность   0 ;N TSp f   ступен-
чатых интерполяционных форм сходится почти всюду 
(п. в.) к любой функцииf (t)  M (0, T), а если последняя 
непрерывна, то  сходимость будет равномерной. При 
этом функции из  M (0, T), составляющие ядро KerTN 
гомоморфизма TN, сходятся почти всюду к нулю, а сами 
гомоморфизмыπNи TN становятся изометрическими изо-
морфизмами алгебр 0

NASp  и  N
TAR .

Множество инволютивных изображений функции M 
(0, T), как диагональных матриц, снабженных Sup-нор-
мой (6), образует линейное пространство  N

TR , эквива-
лентное пространству

N
TR .В нем, очевидным образом, 

определена и  коммутативная операция произведения 
элементов.

Существует и  инволютивная единица — единичная 
матрица EN:

со своим естественным свойством

Таким образом, множество  N
TR  инволютивных то-

чечных изображений не только линейное нормирован-
ное пространство, но  и  коммутативная алгебра  
с  единицей. При любом N она изометрически изомор-
фна алгебре  точечных векторных изображений 
функций из алгебры АМ.
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3. Точечное 
представление операций

Для точечного изображения произведения двух 
функций из АМ будут иметь место следующие представ-
ления

 

 (12)

т.е. при всяком N точечное изображение произведе-
ния двух функций из алгебры АМ будет равно произве-
дению инволютивного точечного изображения одной 
из них, как диагональной матрицы, на точечное вектор-
ное изображение другой.

Могут быть получены и точечные представления для 
различных алгебраических операций над функциями, 
как элементами алгебры АМ.

Так пусть x(t) — элемент алгебры АМ. Тогда, его точеч-
ные представления TX  и   будут элементами изоме-
трически изоморфных алгебр  и 

Для квадрата x2 (t) получим, согласно (12), точечные 
представления:

И вообще, для всякой степени γ функции x (t)  АМ, 
будем иметь представления

       1NT
T T Tx t x t X X

        

        1 , , .N N N
v NColon x t x t x t      

Очевидно представление

     N
k kT

k kT Ta t x t A X   

          
1 , , kN N N

k k v k N TDiag a t a t a t X    

при всех аk (t) из М (0, Т) и всяких целых k.

Оно обобщается на полиномы n-ой степени:

       
0 0

1 1
1 1N

n nk kT
k T T kT T

k k
a t a t x t A A X 

 

        

 
0

1

n
k

T kT T
k

A A X



   .

В  частности, для функционального бинома Ньютон 
будем иметь:

        

    ,
1

0
1

0

k
o

n

k

kn
T

kn
n

n
T

T

Tk
n

k

knkn
n

nn

xXCX

xtxCtxxtx

N

N

















где kn
nC   есть биномиальные коэффициенты

   
   1 1 ! ; 0, 1 .

! ! !
n k k
n n

n n n k nC C k n
k k n k

    
    



Укажем точечное представление более общего воз-
можного варианта сложной функции F (x (t); t)  М (0, T):

       ; ; 1 1NT
N T TF x t t T F x t t F X        

           1 1; , ; ,N N N N
v vDiag F x t t F x t t 

 

     ; 1N N
N N TF x t t   

     1 1; ,N NColon F x t t F




             ; , ;N N N N
v v N N TF x t t F x t t F X 

  (13)

Рассмотрим точечное представление для функцио-
нального произведенияt ∙ x (t) из АМ.

Согласно (12), будем иметь

    ,TTT
T XXttxt N  

где символом θ обозначена диагональная матрица — 
инволютивное точечное изображение множителя t, име-
ющая компонентами узлы чебышевской N-сетки (2):

         1 , ,N N N
v NT

t Diag t t t N N        .  (14)

Она играет роль точечного представления операто-
ра умножения функции x (t) М (0, T) на независимую 
переменную t.Узлы N-сетки (2) являются простыми и по-
ложительными собственными значениями тэта-матрицы 
(14). Их совокупность, т. е. сама чебышевская N-сетка (2), 
образует спектр этой матрицы. Всякая функцияx (t) из М 
(0, T) определена, очевидно, на спектре матрицы θ при 
любом N, поэтому определена и x (θ) — функция матрич-
ного аргумента θ, причем окажется:

          1 , ,N N N
v N Tx Diag x t x t x t X       ,

и,  следовательно, точечно-векторное изображение 

TX  функцииx (t) М (0, T) может быть записана в виде
     TTTNT xXtxTX 111   .
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Для произвольного функционального произведени-
яx (t)y (t) из АМ будем иметь:

           NT
N T Tx t y t T x t y t x Y y X      

и  для всякой сложной функцииF (x  (t); t) М (0, T), 
указанной в (13), окажется

        
                 1 1

; ; 1 ; 1

; , ; , ;

NT
N T

N N N N N N
v v N N

F x t t T F x t t F x

Colon F x t t F x t t F x t t

        
    

 

 .TF X    (15)

Это представление может быть обобщено на случай 
функций нескольких переменных.

4. Точечная модель 
однородного нелинейного 
дифференциального уравнения

Используя введенные точечные представления опера-
ций над функциями, в  качестве иллюстрации найдем то-
чечную модель задачи Коши для следующего однородного 
нелинейного дифференциального уравнения 1-го порядка:

           0; 0; 0 ; 0
dx t

a t x t F x t t x x
dt

         (16)

на временном промежутке [0, T].

Или для эквивалентного ему интегрального уравне-
ния:

          .,0;; 0
00

TtxdxFdxatx
tt

   (17)

Предполагая принадлежность указанных функций 
пространству М (0, Т), введем их точечно-векторные 
представления, ассоциированные с чебышевской N-сет-
кой I-рода (2) и  формульно определенные в  предыду-
щем параграфе.

Можем написать:

     1 1NT
N T Tx t T x t x X        

        1 , , ;N N N
v NColon x t x t x t    

         N T T Ta t x t T a t x t a X A X        

        1 , , ,N N N
v N TDiag a t a t a t X    

а также, согласно (15), будем иметь:

       
                 1 1

; ; 1

; , ; , ; .

T T T

N N N N N N
v v N N

F x t t F x F X

Colon F x t t F x t t F x t t

     

    
 

Тогда точечное преобразование интегрального урав-
нения (17) дает следующее векторно-матричное равен-
ство

      ,1000 TTTTTT xXFZJXAZJX     (18)

где λ0J (Z) (N×N) есть матрица интегрирования вве-
денная в [5; 6, 10]:

 0 0
1

2
N

k
N

k
J Z E Z 



 
    



1
2 1

2 2 2 12

2 2 2 2 2 1

T
N

 
 
 
 

  
 
 
 
 

  



  

 

(N×N) (19)

Уравнение (18) есть точечная модель задачи Коши 
для уравнения (16).

Умножим обе стороны уравнения (18) на  матрицуJ 
(Z)–1, обратную матрице J (Z) в (19).

В результате получим иную точечную модель постав-
ленной задачи (16), эквивалентную модели (18):

   1
0 0T T T TJ Z A X F X           

  1
0 01 1T TZx J Z x     (20)

Если иметь в  виду следующее явное представление 
для матрицыJ (Z)–1

      














 





N

k

k
N

N

N

N

N ZEZJ
ZE
ZE

ZE
ZEZJ

1

1
1 2

ZE
ZE

N
N 




2

,

 

   

 NN

kN

k 

































122121

1221

12
1









а также диагональную форму матрицы 

TA  и возни-

кающее единичное зигзагообразное точечное вектор-
ное представление правой части в уравнении (20)
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       ,11,1,1,111
TZ

Nk
T ColonZJ 

то модель (20) запишется в виде

а в развернутой форме предстанет в виде следующей 
системы скалярных уравнений для отдельных компо-
нент искомого N-вектора TX  — точечного вектора ре-
шения x (t) t  [0, T] поставленной задачи (16):

  (21)

Здесь для кратности записи введены обозначения

для компонент соответствующих точечных изобра-
жающих векторов, а символами ak  Nk ,1  обозначены 
элементы матрицы 

TA , т. е. величины

    Nkata k
N

k ,1 .

Предполагая известными значения параметров α и

 
N

T
20  , 

а  также x0, обозначим алгоритм решения системы 
(21).

Найдем вещественный корень первого нелинейного 
алгебраического уравнения в  (21).Это будет первая ко-
ордината   Ntxx 11   искомого N-вектора TX . Подста-
вим его в правую часть второго уравнения и, решая его, 
найдем   Ntxx 22   — вторую координату вектора TX
. Решая далее третье уравнение при известной уже его 
правой части, определим   Ntxx 33  . Действуя подоб-
ным образом и далее, определим последовательно и все 
другие компоненты вектора TX  — точечного решения 
поставленной задачи Коши.

Таким образом, задача сводится к  последователь-
ному решению нелинейных алгебраических уравнений 
одного типа, но  с  разными правыми частям — после-
довательно определяемыми найденными решениями 

предыдущих уравнений. Естественно, предполагается 
наличие всех таких решений. Очевидно, условия их су-
ществования при всех N и  T и  будут условиями суще-
ствования решения поставленной задачи (16).

Точечную векторно-матричную модель (20) нашей за-
дачи и, следовательно, ее развернутую форму (21), пред-
ставим в виде разрешенном относительно вектора TX :

 

 (22)

Введены понятия:

1. 1)   (23)

— линейной части точечного решения рассматрива-
емой задачи, определяемая ненулевым начальным усло-
вием x0 и характеристической матрицей модели (20)

          1 1, , , , ;N N N
T k N k NA Diag a t a t a t Diag a a a       

2. 2)   (24)

— нелинейной части, определяемой, кроме матрицы 

TA , точечным представлением  XFT  нелинейной функ-

ции F (x (t); t) задачи (16) и значением параметра α ≥ 0.

Эти решения есть точечно-векторные изображения 
соответствующих временных составляющих:

  T
T Xtx N

00  а) и    FT
T

F Xtx N б)

Они, очевидно существуют, если будут существовать 
точечные представления (23) и (24) при всех Т и N ≥ ∞. 
Последнее будет иметь место, если при этом окажется 
невырожденной матрица 

    TAZJ 0
1

и, следовательно, существование обратной матрицы 
в  указанных точечных решениях, а  также принадлеж-
ность N-вектора  XFT  нормированному векторному 
пространству N

TR  при всех Т и N (и фиксированном зна-
чении параметра 

N
T

20  ), 

т. е. ограниченность функции F (x  (t); t) на  [0, T] при 
всех Т ≥ ∞.

При α = 0 будем иметь только линейную составляю-
щую как возможный частный вариант решения задачи 
Коши для возникающего линейного уравнения
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, 

точечная модель которого возникает из (24) при α = 0 
и имеет вид

определяя точечное решение (23).

Как некоторый итоговый результат может быть дока-
зано следующее утверждение:

Утверждение. Точечное решение TX  поставленной 
задачи (16), определяемое ее точечной моделью (20), 
существует при всех конечных Т и  всяких N ≤ ∞, если 
при этом будут выполняться условия положительности 
величин

       ,1;0>1211 000 ,Nkkaak 

которые гарантирует существование матрицы 

   1
0

1   TAZJ

в представлении (22) для TX , и конечность нелиней-
ной функции |F (x (t); t)| t  [0, T], т. е. конечность Sup-нор-
мы N-вектора  XFT :        Sup ; <N N

T T k k
k

F X F x t t    
.

Точечное решение TX  из пространства N
TR  опреде-

лится представлением (22) или эквивалентной ему си-
стемой нелинейных уравнений (21), которая может быть 

решена последовательным определением компонент
    Nktxx N
kk ,1  N-вектора N

TT RX  , по  которым 
найдется сплайновая (ступенчатая) форма

         0

1
; ; 0,

N
N N

N T k N k
k

Sp X t x t t t t T


      (25)

как элемент пространства SN (0, T)  М (0, T), экви-
валентного пространству N

TR , являющаяся приближаю-
щей интерполяционной моделью решения x(t)  М (0, T) 
задачи (16).

Сплайновая модель (259) при этом становится точ-
ным представлением решения x(t)  М (0, T) задачи 
(16), а  ее точечный изображающий N-вектор N

TT RX  , 
определяемый при конечных N гомоморфной точечной 
моделью (20), становится ее предельным точным пред-
ставлением.

Предложенный метод точечного моделирования, как 
приближенно-аналитический метод, основанный на ал-
геброизации дифференциальных и  интегральных урав-
нений, расширяет возможности исследования реальных 
систем, позволяет достаточно просто преобразовывать 
и  приближенно представлять в  векторно-матричной 
форме дифференциальные уравнения, описывающие 
динамические системы на конечных временных проме-
жутках. В  результате задачи теории управления пере-
водятся в задачи линейной алгебры и конечномерного 
функционального анализа, для решения которых эффек-
тивно используется вычислительные методы и компью-
терные технологии.
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