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Аннотация. Для численной реализации кинематической модели, которая 
описывает избыточные остаточные поровые давления при длительной на-
грузке водонасыщенного грунта, используется метод конечного элемента. 
Согласно методу построена обобщённая матрица жёсткости, отвечающая 
избыточным остаточным поровым давлениям.
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Summary. For the numerical implementation of a kinematic model that 
describes excess residual pore pressures under long-term loading of 
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В статье построена матрица жесткости для одно-
го плоского треугольного элемента, вырезанно-
го из  водонасыщенного (скелет грунта + поровая 

вода) слоя единичной толщины, которая является осно-
вой метода конечных элементов (МКЭ).

Кинематическая модель в  плоском варианте опи-
сывает избыточные остаточные поровые давления 
и представляет собой систему двух дифференциальных 
уравнений эллиптического типа с положительными по-
стоянными коэффициентами [1]:
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где модуль деформации Es и  коэффициент v, относятся 
к  грунту, Eli механическая постоянная поровой воды, 
Аi  — безразмерная величина, определяемая из  экспе-
римента, hi — характеристика сжимаемой толщи. 

Перепишем систему уравнений (1) в  операторном 
виде и скалярно умножим уравнение на вектор возмож-
ных перемещений v:

 + +( )( ) = ( )A B C u v F v, , ,                           (2)

где A G graddiv G= +( ) +l D— оператор Ляме, опера-
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влияние жидкой фазы.

Отрицательные операторы A, B, C являются положи-
тельно определёнными [2]. В работе [2] также установле-
на связь между скалярными произведениями и полной 
энергии деформации, которая представляет собой сум-
му трёх слагаемых WA, WB, WC, где
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В сумме 2WA + 2WB можно сгруппировать слагаемые 
и вынести за скобки общие множители ε1 и ε2,

2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 12 12W W b bA B+ = +( ) + +( ) +e s e e s e g t ,

Слагаемые s e1 1 1+ b  и s e2 2 2+ b  представим следую-
щим образом:
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что приводит к новой редакции закона Гука для скелета 
грунта.
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где Z = (1 + v)(1 – 2v).

Возникающие за  счёт оператора B слагаемые Eli/i
2 

описывают изменения механических характеристик ске-
лета грунта за счёт поровой воды.

Фигурными скобками обозначен вектор — столбец, 
квадратными скобками — полная матрица.

Введение стандартного конечного элемента треу-
гольной формы (рис. 1) в МКЭ теории упругости, прово-
дится по следующему алгоритму [3]

Искомыми величинами являются узловые перемеще-
ния {δ}, поэтому перемещения uk и другие характеристи-
ки внутри элемента записываются через искомые узло-
вые перемещения:

u

p d x n x u

p d x n x u

p d x n x

k

i i i k
i

j j j k
j

m m m

=

+ +( ) +

+ + +( ) +

+ + +( )

1
2

1 2

1 2

1 2

D
uu

k

k
m

й

л

к
к
к

щ

ы

ъ
ъ
ъ

=, ,1 2           (4)

p x x x x n x x d x xi
j m m j

i
m j

i
j m=  =  = 1 2 1 2 1 2 2 2, , .

На основании уравнений Коши: 
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относительные деформации внутри конечного элемента 
площадью Δ выражаются через искомые узловые пере-
мещения {δ}:
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Для составления системы линейных алгебраиче-
ских уравнений используем первые два слагаемые вы-
ражения 2( )  +( )( )A B u v, . Пусть вектор v описывает 
возможные узловые перемещения {δ*}. Допустим, что 
возможные перемещения совпадают с искомыми пере-
мещениями {δ}.

Запишем работу внешних сил d{ } [ ]T F  через удель-
ную работу внутренних сил 

2 W W NA B T T T T+( ) = { } { } { } = { } [ ]e s e d, ,,

отвечающих скелету грунта.
От удельной работы перейдём к работе внутренних 

сил в пределах объёма элемента единичной толщины.

Рис. 1.
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Уравнение равенства работ внешних и внутренних сил 
запишем с помощью матриц: D Ч { } [ ] { } = { } { }d s dT T TN F
. Сократим на  d{ }T . Тогда выражение 
 +( )( ) = ( )A B u u F u, ,  получит матричную запись:

D Ч [ ] [ ] Ч [ ]{ } = { }N D N FT d .
Произведение 

D Ч [ ] [ ] Ч [ ] = { }N D N kT
s                             (6)

называют матрицей жёсткости для скелета грунта.
Скалярное произведение, соответствующее третье-

му оператору, имеет вид [2]:
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После аналогичных преобразований которого имеем:

( ) = { } [ ] { }Cu u M PT T
l

T, .d D                       (7)
Добьемся одинаковой размерности [M]T с матрицей 

[N]T добавив нулевой столбец.
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f p d x n xk k k c k c= + + , xc — центр тяжести треуголь-
ного элемента.

Аналогичным образом поступим с матрицей {Pl}T.
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После подстановки полученных выражений в (7) по-
лучаем матрицу жёсткости для поровой воды:

M D N kT
l l[ ] [ ] Ч [ ] = [ ]D .                            (8)

Поскольку матричный сомножитель [N] в матрице [kl]
сохраняется, то новое матричное слагаемое [M]T[Dl] надо 
сложить с известной для скелета грунта матрицей [N]T[D], 
что приведёт к новой матрице жёсткости для двухфазно-
го треугольного элемента

k N D M D Nsl
T T

l[ ] = [ ] [ ] + [ ] [ ]( ) Ч [ ] Ч D.

Отличия полученной в  статье матрицы жёсткости 
от известной в теории упругости заключается в том что

1. Введены слагаемые b1 и b2 в выражение (3).
2. К известной матрице жёсткости добавлена по-

строенная матрица жёсткости (8), отвечающая 
учёту избыточных остаточных поровых давлений.

Описанная методика построения матрицы жёстко-
сти для двухфазного элемента может быть перенесена 
на прямоугольный и другие конечные элементы.
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