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Аннотация. Возрастающая сложность процессов в науке, технике и про-
изводстве приводит к  новым подходам исследования систем автомати-
ческого управления на  основе матричных методов. Одним из  наиболее 
мощных инструментов современной теории управления при решении 
задач анализа и  синтеза систем управления движущимися объектами 
остаются методы теории линейных динамических систем. Матричные ме-
тоды исследования линейных систем являются перспективными направ-
лениями развития анализа и синтеза динамических объектов, в том числе 
исследований стабилизации систем летательных аппаратов.
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При проектировании системы стабилизации аэ-
родинамических летательных аппаратов (ЛА) 
ключевым является учет динамики собственно 

ЛА, как объекта управления и особенностей динамики 
привода его исполнительных органов, как основно-
го элемента системы, выполняющего одновременно 
функции усилителя мощности и исполнительного меха-
низма [1].

Для рассмотрения синтеза систем стабилизации 
по углу тангажа ЛА (ракеты) рассмотрим метод техноло-
гии вложения систем, для дальнейшего рассмотрения 
сложных многосвязных систем.

Технологией вложения систем названа универсаль-
ная совокупность методов и  приемов решения задач 

теории систем, основанная, прежде всего, на  совре-
менных достижениях алгебры и сводящаяся к опреде-
лению условий, при которых сложно организованная 
(многосвязная, многомерная, матричная, составная) 
система ведет себя аналогично относительно более 
простой (односвязной, заданной, хорошо изученной 
или доступной для глубокого исследования) системе. 
[2].

Технология вложения, по своему физическому смыс-
лу, оперирует сложноорганизованными многосвязны-
ми системами и  сопоставляет их с  относительно про-
стыми, хорошо изученными, системами, т. е. сложные 
(многосвязные) системы «вкладываются» в простые си-
стемы, в которых интересующие нас задачи разрешимы 
[3].
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Этапы технологии вложения систем

Технология вложения систем предполагает после-
довательное выполнение трех этапов [4].

1. 1. На первом этапе формализуется общая структу-
ра исследуемой или синтезируемой системы. Это 
осуществляется приведением математических 
моделей всех подсистем и  связей между ними 
к  матрице специальной конструкции — прома-
трице Ω(p) решаемой задачи [5]. Проматрица 
всегда имеет квадратный вид и  является обра-
тимой. Если вычислить обратную к  проматрице 
матрицу, то она будет содержать все возможные 
передаточные функции линейной динамической 
системы. Проматрица обладает, во-первых, не-
которыми обязательными общими свойствами, 
а  во-вторых, характеристическими свойствами, 
позволяющими с нужной полнотой представлять 
свойства как системы в  целом, так и  различных 
ее подсистем. Поэтому проматрица является 
единственным объектом исследования, который 
исчерпывающим образом характеризует все 
свойства линейной динамической системы.

2. 2. На  втором этапе формируется так называемое 
тождество вложения, которое устанавливает 
выборочную эквивалентность исследуемой си-
стемы и некоторой другой системы ω(p), облада-
ющей известной или желаемой совокупностью 
свойств [4].

3. 3. На  третьем этапе осуществляется переход 
от  тождества вложения к  расчетным формулам. 
По виду матриц α, β и ω составляются матричные 
уравнения, решения которых либо не существу-
ет (поставленная задача неразрешима), либо 
требует выполнения тех соотношений (значений 
коэффициентов матриц), которые являются этим 
решением [4].

Описание работы системы управления

Система автоматической стабилизации (ССт) являет-
ся одной из основных частей системы управления по-
лётом. ССт — это совокупность устройств, расположен-
ных на борту ЛА, поддерживающих требуемое угловое 
положение или установившееся угловое движение ЛА 
[6]. Функциональная схема представлена на Рис. 1.

Применение на  ЛА ССт позволяет улучшать устой-
чивость и  управляемость ЛА, обеспечивать правиль-
ность выдачи команд в каналы управления ЛА при са-
монаведении и телеуправлении, уменьшении влияния 
перекрёстных связей между каналами ЛА и  повышать 
точность наведения ЛА на цель. [7, 8]

Угловая стабилизация обычно осуществляется раз-
дельно в каждой из трех плоскостей — тангажа, рыска-
нья и крена [9, 10].

В  качестве рулевой машинки будем использовать 
электрогидравлический силовой привод, для которого 
возьмем известную передаточную функция, составлен-
ную из  математической модели усилителя-сумматора, 
гидроусилителя рулевого привода, исполнительного 
механизма и силовой проводки. [11]

Получается:

Переведем передаточную функцию рулевого приво-
да в пространство состояний для синтеза угла тангажа 
летательного аппарата с  помощью метода технологии 
вложения систем (первый шаг) [4]:

Рис. 1 Функциональная схема ССт
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Упрощенная математическая модель 
летательного аппарата

В общем случае, для описания движения ЛА в атмос-
фере используется описание в  виде дифференциаль-
ных уравнений [12, 13] которые представляют:

1. 1) Величину и направление вектора скорости ЛА — 
уравнения сил

2. 2) Величину и направление вектора угловой скоро-
сти — уравнения моментов

3. 3) Уравнения, связывающие производные углов 
с  проекциями угловой скорости на  связанные 
оси

4. 4) Уравнения, связывающие сферические коорди-
наты

5. 5) Уравнение, описывающее изменение массы, и ге-
ометрические соотношения

Примем допущения, что ЛА симметричен относи-
тельно продольной плоскости, в невозмущенном движе-
нии боковые кинематические параметры и отклонения 
органов управления боковыми движениями являются 
малыми величинами, производные от  продольных па-
раметров также являются малыми, отклонения параме-
тров малы относительно их невозмущенных значений.

Далее рассмотрим модель короткопериодического 
движения в продольном канале ЛА. Для этого примем 
изменение скорости близкое к  нулю. Также отбросим 
члены, отвечающие за влияние запаздывание скоса по-
тока, считая, что это не оказывает существенного влия-
ния на характер движения ЛА. Тогда при действии воз-
мущающего момента получим следующую модель [14]
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Система аэродинамических коэффициентов для мо-
дели будет иметь вид:
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Далее рассмотрим цепь обратной связи структур-
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На рис. 2 и рис. 3 представлены структурная схема 
и схема контура демпфирования для системы стабили-
зации угла тангажа соответственно.

Примем допущение что Кдг нам известен и  равен 
1,76, и нужно произвести синтез системы стабилизации 
для Ксг при помощи метода технологии вложения си-
стем (шаг 2 и 3) [4, 5]

Вторым и  центральным этапом технологии вложе-
ния систем является построение и  последующее ис-
пользование так называемого тождества вложения, 
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которое формально связывает проматрицу Ω(р) иссле-
дуемой или синтезируемой системы, две матрицы вло-
жения α(р) и β(р), а также образ ω(р) этой системы.

Репроматрица Ω‑1(р) по  определению представ-
ляет собой конструкцию, содержащую все воз-
можные передаточные функции (скалярные и  ма-
тричные) системы от  начальных условий x0 всех ее 
динамических подсистем и  воздействий на  дина-
мические u(p) и  статические y(p) подсистемы к  вы-
ходам всех ее динамических x(p) и статических y(p) 
подсистем [15].

Введем две в общем случае полиномиальные матри-
цы:

( ) ( )
( ) ( ) , ( ) ( )ij ijn m s k q n m s
p p p pα α β β

+ + × × + +
   = =   

у  которых число строк первой и  число столбцов 
второй соответствуют размеру репроматрицы. Число 
столбцов k матрицы α(р) и число строк q матрицы β(р) 
могут принимать различные значения в  зависимости 
от содержания решаемой задачи.

Композиция матриц β(p)Ω‑1(p)α(p) имеет размер q×k 
и в зависимости от конкретного содержания решаемой 
задачи используется либо в скалярном (q=k=1).

На  третьем этапе осуществляется переход от  тожде-
ства вложения к расчетным формулам [15]. «Вычленение» 
блочного элемента размера r×s, занимающего в репрома-
трице позицию, начиная с элемента строки (l+1) и столб-
ца (g+1), можно осуществить следующим образом:

,
1

, ,( ) ,

ù

0
0 0 ( ) ( )

0

g s

r e r r n m s r e s r s

n m l g s s

I p I pω−
+ + − −

+ + − −

 
   Ω =  
  

Итак, образ ω(р) некоторой системы формализует 
ту  часть свойств (характеризаций) прототипа этой си-
стемы, которая по замыслу разработчика должна быть 
непременно перенесена на систему в целом.

Таким образом для нахождения коэффициента Ксг 
выберем образ ω(р), а  именно выхода желаемого сиг-

Рис. 2 Структурная схема ССт угла тангажа

Рис. 3 Схема контура демфирования для ССт угла тангажа
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нала с блока Ксг на вход рулевой машинки и с помощью 
метода определить подходящий коэффициент Ксг.
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Репроматрица рассчитываем по формуле [4]:

 

Отсюда раскроем выражение , подставив в него 

матрицы для цепи обратной связи в форме пространства состояний и получим: 
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Соответствующий выбор элементов αij(р) и βij(р) ма-
триц вложения позволяет получать различные «кон-
струкции» из передаточных функций системы.

Соответственно матрица элементов рассчитывается 
из  необходимого коэффициента для синтеза системы 
и  нахождения Ксг. Соответственно элементы матриц 
имеют вид:
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n yC pI A B D F p−− + = , подставив в него матри-

цы для цепи обратной связи в форме пространства со-
стояний и получим: см. формула 1.

Желаемый образ ω(р) выбираем из  принципов эф-
фективности и времени переходного процесса [16]. От-
сюда найдем коэффициент Ксг (формула 2).

Приведя все подобные слагаемые получаем Ксг = 33

Теперь проведем анализ всей системы стабилиза-
ции для угла тангажа. Для этого запишем систему стаби-
лизации в  пространстве состояний с  полученным Ксг. 
(формула 3).

Переходные процессы для ЛА ССт  
и для подобранного Ксг.

Ошибка по угловой скорости тангажа 0 град/с
Время переходного процесса 0,195с
Ошибка по углу тангажа 0.64170

Вывод.

Технология вложения систем в  настоящее время 
является одним из самых молодых направлений в тео-

Рис. 4. ПП ССт по угловой скорости тангажа
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рии систем. Ее аппарат позволяет эффективно решать 
практически все классические задачи. Отличительной 
чертой технологии вложения систем, используемой 
в совокупности с методом канонизации матриц, являет-
ся возможность найти строгие математические условия 
разрешимости исследуемых задач анализа и особенно 
синтеза и  возможность определения не  просто како-
го-либо аналитического решения, а  всего класса экви-
валентных решений задачи. Этой чертой не  обладает 
практически ни один из ранее существовавших методов 
решения задач анализа и синтеза систем управления.

Произведен синтез угла тангажа при помощи тех-
нологии вложения систем. Как видно из  графиков по-
лученные результаты можно применить в дальнейших 
работах уже для связных систем по трем координатам 
тангажа, рысканья и крена.

Предлагаемый в  данной статье метод синтез си-
стемы стабилизации летательного аппарата (ракеты) 
ожидаемо улучшит характеристики не только для од-
ного канала, но  также и  для связных каналов управ-
ления.
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