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Аннотация. В статье предложен метод идентификации параметров обобщенной дробной экспоненты, являющейся 
решением линейного дифференциального уравнения. 

Результаты моделирования подтвердили высокую эффективность предложенного алгоритма.
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Abstract. The authors propose a method to identify the parameters of the generalized fractional exponent, which is the solution 
of a linear differential equation of fractional order.

Simulation results confi rm the high effi ciency of the proposed algorithm.
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Введение

Д
робный математический анализ имеет дав-
нюю историю. Впервые мысль о возмож-
ности существования производной неце-

лого порядка была высказана Лопиталем в письме 
Лейбницу в 1695. В дальнейшем исследованиями в 
области дробного математического анализа зани-
мались многие математики, в том числе, Лагранж, 
Эйлер, Лиувилль, Риман, Адамар, Харди, Соболев. 
Однако применение аппарата дробного математи-
ческого анализа для приложений началось только 
во второй половине XX века. На сегодняшний день 
существует большое число примеров применения ап-
парата дробного дифференцирования в физике, тео-
рии управления и других инженерных приложениях 
[1,2,3,4,5].

Еще более обширному применению моделей, 
описываемых дифференциальными уравнениями 
дробного порядка, мешает отсутствие простой гео-
метрической и физической интерпретаций, сущест-
вующей у интегралов и производных целых поряд-
ков. Подлюбный [6] отмечал, что проблеме интер-

претации дробных интегралов и производных уже 
300 лет и она до сих пор окончательно не решена.

В современной науке популярны, так называе-
мые марковские модели процессов, в которых состо-
яние процесса в будущем зависит только от состоя-
ния в текущий момент времени. Данное допущение, 
существенно упрощает анализ, однако, очевидно, 
что не все реальные процессы являются марковски-
ми или могут быть к ним сведены.

Наличие в уравнениях дробной производной 
современными исследователями интерпретируется 
как отражение особого свойства процесса – памяти 
или немарковости (эредитарности) [1]. Следует от-
метить, что одной из причин по которым процесс 
становится эредитарным является наличие перемен-
ных неучтенных в модели.

В настоящее время активно развиваются методы 
идентификации динамических систем с уравнения-
ми и разностями дробного порядка. В статьях рас-
сматривается идентификация непрерывных систем 
[7,8] при отсутствии помех, в[9-13].

1. Интегралы и производные дробного порядка 
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Производная дробного порядка вводится через 
определение дробного интеграла. Известно, что n-
кратный интеграл можно представить в виде:

заменяя  гамма-функцией 

 можно придать смысл формуле

для  нецелого порядка. Интегрирование нецелого 
порядка  определяется по формуле[10]: 

                    (1)

где  – оператор дробного интегрирования;
Операцию дробного дифференцирования 

определяют как операцию обратную дробному 
интегрированию:

                (2)

где  – оператор дробного дифференцирова-
ния, 

Дробную производную (2) принято называть 
производной Римана-Лиувилля. Следует отметить, 
что отметить, что существуют и другие определения 
дробной производной: производная Капуто, произ-
водная Грюнфельда-Летникова, производная Маршо 
и т.д.

2. Дифференциальные уравнения 

с дробными производными 

Экспонента входит в состав значительного числа 
математических моделей.

Данную модель можно интерпретировать как 
решение обыкновенного дифференциального урав-
нения первого порядка: 

          (3)

Обобщение дифференциального уравнения 
(3) на случай производной дробного порядка будет 
иметь вид: 

                            (4)

решение уравнения (4) имеет вид [10]:

                   (5)

где  – двухпараметрическая 

функция Миттаг-Лефлера.
Решение уравнения (4) можно записать через 

обобщенную дробную экспоненту: 

В преобразованиях Лапласа дробная обобщен-
ная экспонента имеет очень простую форму записи 
[4,16]:

      (6)

3. Идентификация обобщенной 

дробной экспоненты

Идентификация параметров экспоненты 
  При наличии помех является сложной за-

дачей в силу нелинейности по параметру .
В [15] предложен метод на основе Z-преоб-

разования, позволяющий свести задачу оценива-
ния параметров экспоненты к оцениванию пара-
метров авторегрессии.

Представляет интерес обобщить, получен-
ные в [15] для экспоненты результаты на случай 
идентификации параметров  обобщенной 
дробной экспоненты.

Пусть имеются зашумленные наблюдения

       (7)
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где  – интервал дискретизации, 
  – стационарная в узком смысле 

последовательность независимых случайных 
величин с   и для 
некоторой постоянной :  п.н., где  - 
оператор математического ожидания.

Z-преобразования от обобщенной дробной экс-
поненты не существует, но используя изображение 
по Лапласу (6), можно определить приближенные 
параметры авторегрессии. В [17] предложено исполь-
зовать для аппроксимации дробного интегратора 
двухпараметрическую дискретную передаточную 
функцию, называемую T-интегратором:

                    (8)

где  – настраиваемые параметры.
Из (8) при  получаются об-

щеизвестные правила дискретизации непрерывных 
передаточных функций: правило Эйлера (метод пря-
моугольников), правило Тастина (билинейное преоб-
разование). Сделаем замену переменной:

Используя разложение в ряд тейлора получим:

 

 (9)

где  и  – обобщенные биноми-

альные коэффициенты:

 

подставляя (9) в (6) и принимая  получим, 
что дискретная передаточная функция имеет вид: 

           (10)

С учетом свойства смещения Z – преобразова-
ния, вернувшись в область оригиналов, представле-
ние будет иметь авторегрессию значений тренда:

     (11)

где  при  κ < 0,  – диск-
ретный аналог дельта - функции.

Данная авторегрессия имеет бесконечное число 
коэффициентов, однако выборка, по которой опреде-
ляется  всегда конечна, кроме того коэффициенты 

 быстро убывают поэтому бесконечную сумму 
в (11) можно заменить конечной:

               (12)

где   

Так как при наличии помехи наблюдения метод 
наименьших квадратов (МНК) дает несостоятель-
ные оценки параметров, воспользуемся обобщением 
МНК – полным методом наименьших квадратов [18]. 
Найдем для  обобщенную ошибку:
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тогда дисперсия обобщенной ошибки:

определим оценку  неизвестных пара-
метров  из условия минимума суммы взве-
шенных квадратов обобщенных ошибок  с ве-
сом  т.е.

        (13)

Оценку параметра  определит соотношение:

Параметр  входят в модель (5) линейно и может 
быть оценен с помощью МНК

  (14)

4. Результаты моделирования

Предложенный подход был реализован для в 
Matlab. Рассмотрим в качестве примера рассмотрим 
идентификацию функции:

 (15)

число наблюдений равно  В качестве по-
казателей качества модели использовались коэффи-
циент детерминации 

и MAPE-ошибка прогноза на 2 шага вперед

кроме того проводилась идентификация, имею-
щихся наблюдений экспоненциальным трендом (3). 
На рисунке 1 представлены: истинная модель (15), 
модель с оцененными параметрами и аппроксимация 
экспонентой.

В таблице 1 приведены результаты 
моделирования:

Таблица 1

для 
обобщенной 
экспоненты

для 
экспоненты

, %
для обобщенной 
экспоненты

, % для 
экспоненты

-0,9

0 0.9996 0.8836 5.15 99.73

0.1 0.9207 0.8120 8.76 99.91

0.2 0.8086 0.6507 11.51 99.91

0.3 0.7943 0.7524 25.77 99.98
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Рис. 1. График истинной модели и ее аппроксимаций.

Заключение 

В работе предложен алгоритм идентификации 
обобщенной дробной экспоненты, являющейся ре-
шением простейшего дифференциального урав-

нения дробного порядка. Предложенный в статье 
подход может быть обобщен на случай идентифи-
кации решения более сложных уравнений дробного 
порядка.
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