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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Мåòîäû ñâåòîðàññåÿíèÿ øèðîêî è óñïåøíî ïðèìåíÿ-
þòñÿ äëÿ òàêèõ ïðèëîæåíèé, êàê îïòèêà àòìîñôåðû è îêå-
àíà, ôèçè÷åñêàÿ õèìèÿ ðàñòâîðîâ è êîëëîèäîâ, ìàòåðèà-
ëîâåäåíèå, áèîôèçèêà è ëàçåðíàÿ áèîìåäèöèíà [1-5].
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñâåòà àýðîçîëüíûå ÷àñ-
òèöû àòìîñôåðû è äð. ìîäåëèðóþòñÿ ÷àñòèöàìè ðàçëè÷-
íîé ôîðìû. Òàê, äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö èçâåñòíî ïîëó-
÷åííîå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå èëè òåîðèÿ Ìè [1,2]. Îäíàêî, ëåäÿíûå êðèñòàë-
ëû ïåðèñòûõ îáëàêîâ èìåþò ÷àñòî íåñôåðè÷åñêóþ ôîðìó
è ìîäåëèðóþòñÿ ãåêñàãîíàëüíûìè ïðèçìàìè, ïëàñòèíêà-
ìè è èãëîïîäîáíûìè ÷àñòèöàìè. Â áåëêîâûõ êîëëîèäíûõ
è êðèñòàëëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ
ðàçíîîáðàçíûå èãëîïîäîáíûå ÷àñòèöû [4, 6].

Åñëè ÷àñòèöû äèñïåðñíîé ñðåäû îïòè÷åñêè "ìÿãêèå" (
m�1 <<1, ãäå m - îòíîñèòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
ñâåòîðàññåèâàþùåé ÷àñòèöû), òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðèáëèæåííûå ìåòîäû Ðýëåÿ-Ãàíñà-Äåáàÿ (РГД) è Àíî-
ìàëüíîé Äèôðàêöèè (ÀÄ) [1,2]. Ôîðìóëû äëÿ õàðàêòåðè-
ñòèê ñâåòîðàññåÿíèÿ ïðèçì ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëü-
íîãî ñå÷åíèÿ â ïðèáëèæåíèè ÀÄ [7,8] è ïèðàìèä â ïðè-

áëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè [9] ïîëó÷åíû ðàíåå.
Ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ â ïðèáëèæåíèè РГД ïîëó÷åíû ðà-
íåå òîëüêî äëÿ ïèðàìèäû ñ ïðÿìîóãîëüíûì îñíîâàíèåì
[10, 11].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâèëîñü ïîëó÷åíèå àíàëè-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèé â ïðèáëèæåíèè РГД äëÿ àìïëèòóäû è
èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ ïèðàìèäû, èìåþùåé ãåê-
ñàãîíàëüíîå îñíîâàíèå, à òàêæå ÷àñòèö èãëîïîäîáíîé
ôîðìû, ñîñòàâëåííûõ èç ãåêñàãîíàëüíîé ïðèçìû è äâóõ
òîðöåâûõ ïèðàìèä.

Àìïëèòóäà ñâåòîðàññåÿíèÿ

Èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àìïëèòóäû
äëÿ îäíîðîäíîé ÷àñòèöû â ñêàëÿðíîì âèäå â ïðèáëèæå-
íèè РГД [11,12]:

ãäå
i , s - åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü íàïðàâëåíèé ïàäàþ-
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РАССЕЯНИЕ СВЕТА ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ ПИРАМИДОЙ
И ИГЛОПОДОБНЫМ СТОЛБИКОМ

В ПРИБЛИЖЕНИИ РЭЛЕЯ-ГАНСА-ДЕБАЯ
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ùåãî è ðàññåÿííîãî ñâåòà ñîîòâåòñòâåííî, r ðàäèóñ-âåê-
òîð òî÷êè âíóòðè ÷àñòèöû, ks = k(i�s),  k = 2π/λ � âîëíî-
âîå ÷èñëî è  λ - äëèíà âîëíû ñâåòà,

θ - óãîë ìåæäó âåêòîðàìè i  è  s ,  β óãîë ìåæäó îñüþ z
è  âåêòîðîì  ks.

Çàìåòèì, ÷òî àìïëèòóäà ìîæåò áûòü âûðàæåíà è ïî-
äðóãîìó ÷åðåç óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, óêàçû-
âàþùèõ íàïðàâëåíèå ïàäàþùåãî  θi , φi è ðàññåÿííîãî
ñâåòà  θs , φs ñîîòâåòñòâåííî: 

ïðè÷åì

Ôîðì-ôàêòîð â ïðèáëèæåíèè РГД [1,2,4] äëÿ îäíî-
ðîäíîé ÷àñòèöû ñ îáúåìîì V ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê 

(2)

Ãåêñàãîíàëüíàÿ ïèðàìèäà

Àìïëèòóäà ñâåòîðàññåÿíèÿ äëÿ êëèíà â ïèðàìèäå ñ n-
óãîëüíûì  îñíîâàíèåì (ñì.  ðèñ.  1  a) [11]:

(3)

ãäå
- îáúåì êëèíà,

Âðàùàÿ âîêðóã îñè OZ n�1 ðàç àìïëèòóäó ñâåòîðàññå-
ÿíèÿ êëèíîì ïèðàìèäû (3) íà óãîë   è ñóììèðóÿ âñå ñëà-
ãàåìûå ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ k1, k2, k5, k6 [11], ïîëó÷èì
àìïëèòóäó öåëîé ïèðàìèäû:

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ñâåòîðàññåÿíèÿ ïèðàìè-
äîé ñ ãåêñàãîíàëüíûì îñíîâàíèåì (n=6, γ = π/3, ðèñ.  1  á)
èç (4) ïîëó÷èòñÿ âèäà

(5)

ãäå

- ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè
Áåññåëÿ è Õàíêåëÿ íó
ëåâîãî ïîðÿäêà. 

Èãëîïîäîáíûé ãåêñàãîíàëüíûé ñòîëáèê

Àìïëèòóäó ñâåòîðàññåÿíèÿ äëÿ èãëîïîäîáíîãî ñòîë-
áèêà, ñîñòàâëåííîãî èç ãåêñàãîíàëüíîé ïðèçìû è äâóõ
òîðöåâûõ ãåêñàãîíàëüíûõ ïèðàìèä (ñì.  ðèñ.  1  â), èñïîëüçóÿ
îòìå÷åííûå ðàíåå ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ, ïåðåìåùåíèÿ è
âðàùåíèÿ ôîðì-ôàêòîðîâ â ïðèáëèæåíèè РГД [11,13-
18], ïîëó÷èì â ñêàëÿðíîì âèäå:

(6)

ãäå

- ôîðì-ôàêòîð äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ïðèçìû [11,13],
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- ôîðì-ôàêòîð (ðåàëüíàÿ è 
ìíèìàÿ ñîñòàâëÿþùèå) è

îáúåì ïèðàìèäàëüíîé òîðöåâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ

Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ [èëè ýëåìåíò ìàòðèöû
ðàññåÿíèÿ  f11] äëÿ åñòåñòâåííîãî ñâåòà (íåïîëÿðèçîâàí-
íîãî èëè ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà) ïðè  β = 0
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå [1, 5, 12]

ãäå
|f(θ, β)|2 êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû ñâåòîðàññåíèÿ.
|
Ïðè÷åì, âåçäå äàëåå èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ (7)

íîðìàëèçîâàíà íà íàïðàâëåíèå âïåðåä. 
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Рис. 1. Геометрия светорассения клином многоугольной пирамиды (a), 
целой гексагональной пирамиды (б) и гексагональным иглоподобным столбиком (в).
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Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ ãåêñàãîíàëüíîé ïèðà-
ìèäû, ðàñ÷èòàííàÿ ïî àìïëèòóäå РГД (5), äëÿ ÷àñòèöû ñ
îòíîñèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ m =1.1+i 0.01 è
kR=3, kH=3 â ñðàâíåíèè ñ ðàñ÷åòàìè ìåòîäîì äèñêðåò-
íûõ äèïîëåé (АДДА) [19] ïðè 42791 äèïîëÿõ ïîêàçàíà íà
ðèñ.  2.

Äàëåå íà ðèñ.  3 ïðåäñòàâëåíà èíäèêàòðèñà ñâåòîðàñ-
ñåÿíèÿ ãåêñàãîíàëüíîãî ñòîëáèêà, ðàñ÷èòàííàÿ ïî àì-
ïëèòóäå РГД (6), äëÿ ÷àñòèöû ñ îòíîñèòåëüíûì ïîêàçàòå-
ëåì ïðåëîìëåíèÿ m =1.1+i 0.01 è kR=1, kH=2, kd1 â ñðàâ-
íåíèè ñ ðàñ÷åòàìè ìåòîäîì АДДА ïðè 44857 äèïîëÿõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ ãåêñàãî-
íàëüíîãî ñòîëáèêà РГД îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà АДДА òîëü-
êî â îáëàñòè áîëüøèõ óãëîâ ñâåòîðàññåÿíèÿ (ñì.  ðèñ.  3).

Çàòåì íàìè ïðîâåäåíî äåòàëüíîå ÷èñëåííîå ñðàâíå-
íèå èíäèêàòðèñ ñâåòîðàññåÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè РГД è
áîëåå òî÷íîì ìåòîäå АДДА ïðè  â îáëàñòè ìàëûõ ôàçî-
âûõ ñäâèãîâ ëó÷à   

(ãäå L - íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå â ÷àñòèöå âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà), ò.å. â îáëàñòè ïðèìå-
íåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ РГД (ñì.  òàáë.  1  è  2).

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü  âû÷èñëÿëàñü êàê:   .

Èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè РГД äëÿ
ãåêñàãîíàëüíîé ïèðàìèäû ïðè ñîîòíîøåíèè H/R=1 äî-
ñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ èíäèêàòðèñàìè â ìåòîäå
АДДА ïðè ìàëûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ ∆: ìåíåå 6% è ìåíåå
2% ïî ìîäóëþ äëÿ óãëîâ ïàäåíèÿ 90 è 0 ãðàäóñîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî (ñì.  òàáë.  1). Èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ â ïðè-
áëèæåíèè РГД äëÿ ãåêñàãîíàëüíîãî ñòîëáèêà ïðè ñîîòíî-
øåíèÿõ H/R=2 è H/d=2 òàêæå ñîãëàñóþòñÿ ñ èíäèêàòðè-
ñàìè â ìåòîäå АДДА ïðè ìàëûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ ∆ è íå-
áîëüøèõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ ( θ<90 ): ìåíåå 4% è ìåíåå 6%
ïî ìîäóëþ äëÿ óãëîâ ïàäåíèÿ 90 è 0 ãðàäóñîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî (ñì.  òàáë.  2).
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Рисунок 2. Зависимость индикатрисы светорассеяния  f11(θ, β)/f11(0,0)

от угла рассеяния θ для гексагональной пирамиды в

приближении РГД (2) и по методу АДДА (1) при kR=3, kH=3 для

падающего света вдоль оси симметрии (a) и  перпендикулярно (б).

Рисунок 3. Зависимость индикатрисы ссветорассеяния  f11(θ,

β)/f11(0,0) от угла рассеяния θ для гексагонального столбика в

приближении РГД (2) и по методу АДДА (1) при kR=1, kH=2, kd=1 для

падающего света вдоль оси симметрии (a) и  перпендикулярно (б).
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Óãîë
ïàäåíèÿ  θi ,

ãðàä
Ôàçîâûé
ñäâèã ∆

Óãîë ðàññåÿíèÿ  θ, ãðàä

45 90 135 180

0 0.05 -0.12 0.04 0.12 -0.03

0 0.10 -0.15 0.01 0.09 -0.08

0 0.20 -0.31 -0.18 -0.06 -0.31

0 0.40 -1.24 -1.50 -0.25 -0.07

90 0.05 -2.10 -5.71 -1.87 0.01

90 0.10 -2.10 -5.71 -1.88 -0.01

90 0.20 2.11 -5.72 -1.91 -0.02

90 0.40 -2.20 -5.87 -2.16 -0.37

Òàáëèöà  1.

Относительная погрешность индикатрисы светорассеяния
гексагональной пирамиды в приближении РГД, рассчитанной в сравнении с методом АДДА,

при различных фазовых сдвигах ∆, углах падения  θi и  рассеяния θ.

Óãîë
ïàäåíèÿ  θi ,

ãðàä
Ôàçîâûé
ñäâèã ∆

Óãîë ðàññåÿíèÿ  θ, ãðàä

45 90 135 180

0 0.05 -0.01 -0.05 -0.10 -0.13

0 0.10 0.01 -0.10 -0.36 -0.53

0 0.20 0.05 -0.30 -1.42 -2.15

0 0.40 0.70 6.04 17.25 24.04

90 0.05 1.12 3.61 1.33 0.26

90 0.10 0.91 3.42 1.72 1.05

90 0.20 0.05 2.59 3.29 4.29

90 0.40 -3.68 -1.49 10.74 20.11

Òàáëèöà  2.

Относительная погрешность индикатрисы светорассеяния гексагонального столбика
в приближении РГД, рассчитанной в сравнении с методом АДДА,

при различных фазовых сдвигах  ∆, углах падения  θi и  рассеяния θ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóäû
ñâåòîðàññåÿíèÿ ïèðàìèäîé, èìåþùåå ãåêñàãîíàëüíîå
îñíîâàíèå, â ïðèáëèæåíèè РГД ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ
ðàíåå îáùèõ ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ, ïåðåìåùåíèÿ è âðàùå-
íèÿ ôîðì-ôàêòîðîâ â ïðèáëèæåíèè РГД. Òàêæå ïîëó÷åíû
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ

èãëîïîäîáíûì ãåêñàãîíàëüíûì ñòîëáèêîì â ïðèáëèæå-
íèè РГД.

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå èíäèêàòðèñ ñâåòî-
ðàññåÿíèÿ ãåêñàãîíàëüíîé ïèðàìèäû è èãëîïîäîáíîãî
ãåêñàãîíàëüíîãî ñòîëáèêà â ïðèáëèæåíèè РГД ñ ðåçóëü-
òàòàìè ðàñ÷åòà ìåòîäîì Ïàðñåëëà-Ïåííèïàêåðà èëè
Äèñêðåòíûõ äèïîëåé. Ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñèå äëÿ
ìàëûõ ôàçîâûõ ñäâèãîâ.
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