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Аннотация. Рассматривается нелинейное обыкновенное дифференци-
альное уравнение 2-го порядка с  полиномиальной правой частью, воз-
никающее при решении системы уравнений гидродинамики идеальной 
самогравитирующей нерелятивистской жидкости с нулевым давлением.

Для рассматриваемого дифференциального уравнения найдена дискрет-
ная псевдогруппа преобразований 24-го порядка и  построен граф этой 
псевдогруппы.

Методом «размножения» были получены ещё 23 уравнения полиноми-
ального и дробно-полиномиального вида, интегрируемые в квадратурах, 
так же как и исходное уравнение.

Ключевые слова: обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) 2-го 
порядка, ОДУ полиномиального вида, ОДУ дробно-полиномиального 
вида, дискретная группа преобразований, псевдогруппа преобразований, 
группа диэдра, точное решение дифференциального уравнения.

Введение

Поиск точных решений уравнений — одна из глав-
ных задач теории дифференциальных уравне-
ний. Разработанный  В.Ф. Зайцевым [1] в  конце 

20-го века дискретно-групповой анализ ОДУ, позволил 
найти точные решения сотен и  тысяч уравнений [2], 
тогда как до этого в справочниках, в частности в [3], за-
частую содержались решения лишь единичных уравне-
ний тех же классов уравнений.

Разрабатывая методы поиска решения уравнений, 
одновременно сложно следить за  тем, чтобы хотя  бы 
часть из них имела приложения.

В  данной статье удалось совместить обе задачи: 
ищутся симметрии и точные решения уравнений с по-
линомиальными и дробно-полиномиальными правыми 
частями, и при этом как минимум исходное уравнение 
имеет физический смысл, так как оно возникло при ис-
следовании модели «Ньютоновская космология» [4], 

которая является базисной при изучении крупномас-
штабной структуры Вселенной [5, 6].

Используемые  
методы исследования

В  работе использовались методы дискретно-груп-
пового анализа дифференциальных уравнений: мето-
ды нахождения преобразований, замкнутых в  рассма-
триваемых классах уравнений, построения дискретных 
групп, псевдогрупп и их графов, метод «размножения» 
интегрируемых случаев в исследуемых классах уравне-
ний с  полиномиальными и  дробно-полиномиальными 
правыми частями.

Исследуемые классы уравнений

В  статье рассматриваются уравнения, принадлежа-
щие классу ОДУ с полиномиальными правыми частями:
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с дробно-полиномиальными правыми частями:
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а также подкласс класса уравнений (2):
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Обозначим эти классы уравнений с помощью сумм 
векторов параметров соответственно:
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Рассмотрим ОДУ 2-го порядка с  полиномиальной 
правой частью:

35 3xx xy yy y′−=′′ − , (5)

которое, в соответствии с (4), обозначим

( ) ( )0,1,1,0 | 5 0,3,0,0 | 3− + − . (6)

Замечание 1. В таблицах для удобства будем обозна-
чать сумму векторов матрицей, например вместо (6):

0 1 1 0 5
0 3 0 0 3

− 
 − 

.

Уравнение (5) возникло в гидродинамике [4] при ре-
ализации для «Ньютоновской космологии» программы 
подмодели, подобной программе  Л.В. Овсянникова 
в  области газодинамики [7]. В  уравнении (5) незави-
симая переменная x — это время, а  y(x) — функция, 
возникающая при поиске инвариантного решения си-
стемы уравнений, соответствующей указанной выше 
подмодели.

Замечание 2. Кроме того, уравнение (5) является 
частным случаем уравнения нелинейных колебаний.

Уравнение (5) принадлежит классу полиномиаль-
ных уравнений (1), а также более общему классу дроб-
но-полиномиальных уравнений (2).

Дискретная группа  
преобразований диэдра

В работе [8] были найдены преобразования r  и  h , 
замкнутые в классе уравнений (2):
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Рис. 1. Граф группы D6.
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Преобразования r  и h  в (7) и (8) являются образую-
щими дискретной группы преобразований диэдра 12-
го порядка:

{ } ( )22 3 4 5 2 3 4 5 2 6
6 , , , , , , ,, , , ,,D = == =E h h h h h r hr h r h r h r h r r h hr E

{ } ( )22 3 4 5 2 3 4 5 2 6
6 , , , , , , ,, , , ,,D = == =E h h h h h r hr h r h r h r h r r h hr E .

Таким образом, все преобразования (9) замкнуты 
в классе уравнений (2).

Граф группы D6 изображён на рис. 1.

Вершины графа на  рис.  1 — это полиномиальные 
и  дробно-полиномиальные уравнения, принадлежа-
щие классам уравнений (1) и  (3) (вершина 1 соответ-
ствует классу уравнений (1)) [8]. Дуги графа — это пре-
образования группы D6 (9).

Поскольку изучаемое уравнение (5) принадлежит 
классу уравнений (1), то, применив к нему преобразо-
вания группы D6, получаем уравнения-вершины графа; 
запишем их в таблицу 1.

Псевдогруппа преобразований

В работе [9] автором исследовался подкласс класса 
полиномиальных уравнений (1) при 1 2 0n n= = :

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2, , ,0 ,| |, , 0k l mA kl m A+ . (10)

В частности, было найдено преобразование Беклун-
да 2g , замкнутое в классе уравнений (10):
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Легко видеть, что уравнение (5) принадлежит ис-
ходному классу уравнений в (11) при 0k = , 1 1l = , 2 3l = , 

1 5A = − , 2 3A = − . Применив преобразование 2g :

( ) ( )
1

3
2

3: 3 5, ,
2t x ttuy y ux u − −′ −−= = =2g    (12)

Таблица 1. Уравнения-вершины графа на рис. 1 (вершина 1 соответствует уравнению (5)).

1
0 1 1 0 5
0 3 0 0 3

− 
 − 

1'
1 0 2 0 5
3 0 3 0 3
 
 
 

2

10 1 4 1 5
0 0 6 3 3

−− − 
 − − 

2'

11 0 0 1 5
0 0 0 3 3

−− 
 − 

3
1 4 2 1 5
3 6 3 0 3

− − 
 − 

3'
4 1 0 1 5
6 3 0 0 3
− − 
 − − 

4

11 2 0 4 5
0 3 0 6 3

−− 
 − − 

4'

12 1 1 4 5
3 0 3 6 3

−− − 
 − 

5
4 0 0 2 5
6 0 0 3 3
− − 
 − − 

5'
0 4 1 2 5
0 6 0 3 3

− 
 − − 

6

12 0 1 0 5
3 0 3 0 3

−
 
 
 

6'

10 2 4 0 5
0 3 6 0 3

−− − 
 − − 
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Решения всех уравнений-вершин 
графа 24-го порядка

Уравнение

35 3xx xy yy y′−=′′ −  (5)

является автономным.

«Понижающее» преобразование

( )xy V y′ =  (14)

приводит (5) к уравнению Абеля 2-го рода:

35 3yV yV yV+ = −′ . (15)

Подставив в (15)

25
2

t y= − , (16)

получаем каноническое уравнение Абеля 2-го рода:

6
25t tVV V′− = − , (17)

которое имеет общее решение в квадратурах в па-
раметрическом виде, где τ — параметр [1, 2]:

1 1, Et EC V Cτ= = , (18)

где

2 6
25

,IE e I dτ τ

τ τ

−

− +
= = ∫ . (19)

Возвращаясь к переменным x и y по формулам (14) 
и (16), получаем общее решение уравнения (5) в пара-
метрическом виде:
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(E указано в (19)).

Уравнение (13) приводится к (5) обратным преобра-
зованием:

1 2 31 5: ,
3 6

,x xyx y y x yy− −→ − ′ ′− → →2g . (21)

Композиция преобразования (21) и решения (20) яв-
ляется общим решением уравнения (13):

3 2
12

1 2
2
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25

1

25 2,
6 522

25

Cx E y E C
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τ τ τ

ττ τ
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−

+
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+
 (22)

(см. E в (19)).

Выберем уравнения-вершины 1 и 1.1 ((5) и (13)) в ка-
честве ключевых на рис. 2. Они связаны с остальными 
11-ю уравнениями-вершинами 6-угольных призм пре-
образованиями группы D6 (9). Этими же преобразова-
ниями связаны и решения уравнений.

В  работе [8], на  примере орбиты 1-го уравнения 
Пенлеве, показан экономичный способ получения ре-
шений уравнений 2-6' и 1.2-1.6' через решения ключе-
вых уравнений 1 и 1.1 соответственно.

Заключение

В данной работе решены следующие задачи.
1. 1. Найдены преобразования уравнения (5), замкну-

тые в классах уравнений (1) и (2).
2. 2. Построены дискретная группа диэдра и псевдо-

группа преобразований для уравнения (5) и изо-
бражены их графы (рис. 1 и 2).

3. 3. Записаны все уравнения, принадлежащие ор-
бите уравнения (5), соответствующие вершинам 
графа на рис. 2 (см. таблицы 1,2).

4. 4. Приведены решения «ключевых» уравнений (5) 
и (13) в квадратурах (см. (20), (22)).

5. 5. Указан способ нахождения точных решений всех 
уравнений таблиц 1 и 2 (в таблицах 1, 2 всего 24 
уравнения).
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