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Аннотация. В данной статье проводится исследование оптимальных линей-
ных методов обработки измерительной информации на  точность, робаст-
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к  определению особенностей и  достоинств каждого из  представленного 
метода, а также для определения наиболее рациональной методологии об-
работки сигналов в контексте выбранной модели измерения.
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Введение

В современном мире фильтрация сигналов на  осно-
ве фильтра Калмана пользуется широкой популяр-
ностью. Это обусловлено его традиционным при-

знанием как наиболее эффективного метода благодаря 
таким достоинствам, как линейность и  оптимальность 
по среднеквадратичной ошибки оценки [13, 10, 2].

Фильтрация Калмана представляет собой рекур-
рентный метод обработки сигналов. Данный фильтр ха-
рактеризуется экономичностью использования памяти 
вычислительных устройств и  обеспечивает наивысшую 
точность оценки в  ситуации, когда модель измерения 
является линейной и гауссовской с аддитивной погреш-
ностью измерений [5, 3].

Несмотря на  вышеперечисленные достоинства Кал-
мановской фильтрации, данный метод не идеален и име-
ет ряд недостатков [5]. Обозначим недостатки метода 
фильтрации Калмана:

1. необходимость наличия у  полезного сигнала 
свойства марковости сужает область применения 
метода, снижая его универсальность; 

2. наличие обратной связи в  алгоритме приводит 
к  его неустойчивой работе при изменении вход-
ных данных. Это влечет за  собой низкую робаст-
ность и помехозащищенность системы;

3. ограниченная универсальность наблюдается при 
использовании модели помехи в виде белого шума 
или коррелированного случайного процесса;

4. необходимость в  большом объеме входных дан-
ных, содержащих информацию о модели сигнала, 
о моментах распределений сигнала и помех изме-
рения, является существенным ограничением;

5. обязательное решение нелинейного уравнения 
Риккати для корректной работы алгоритма филь-
трации Калмана представляет собой вычисли-
тельно сложную задачу.

Существуют и  другие методологии обработки из-
мерительной информации, нивелирующие недостатки 
фильтра Калмана. В  рамках данной статьи будут также 
рассмотрены следующие методы обработки: финитно-
временная обработка без обратной связи, финитно-вре-
менная обработка с обратной связью и спектрально-фи-
нитная обработка без обратной связи.

Все вышеперечисленные методы линейны, опти-
мальны, и обладают своими особенностями. вследствие 
чего возникает необходимость проведения исследова-
ния методов на  точность, робастность и  помехозащи-
щенность, для установления наиболее рационального 
метода обработки относительно заданной модели изме-
рения.

Математическое описание финитно-временного 
метода фильтрации без обратной связи

Представим краткое математическое описание фи-
нитно-временного метода без обратной связи. Финитно-
временная обработка без обратной связи характеризу-
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ется устойчивостью в  силу отсутствия обратной связи 
и  универсальностью по  отношению к  коррелирован-
ности или некоррелированности погрешностей изме-
рительных моделей. Данный метод обработки является 
оптимальным по  следу матрицы корреляционных мо-
ментов ошибок, прост в  реализации алгоритмов, и  не 
требует представления сигналов в пространстве состо-
яний [4, 12, 1].

Результат измерения задается векторным случайным 
временным рядом на заданном отрезке времени:

Y X H i k k Ni i i1 1 1 1= + = + ј, , , ,� ,                 (1)

где Y Y Y Yi
T

i i i k1 0 0 01 1= ј� � +, , ,  — вектор размерности 
n · k × 1; 
X X X Xi

T
i i i k1 1 1= ј� � +, , , , H H H Hi

T
i i i k1 0 0 01 1= ј� � +, , ,  — 

векторы размерности m · k × 1 и n · k × 1 соответственно.

Оптимальная линейная несмещенная оценка X i
1*  

сигнала X i1  по наблюдениям Y i1  в i-ый момент времени:

X A Y X i k k Ni i i i
1 1 1 1* * * , , , ,= + = + јн � ,        (2)

где Ai
* — матрица оптимальной оценки в  i-ый момент 

времени, размерности b b� ; X iн1  — вектор несмещен-
ных оценок, размерности b � 1 .

На основании следствия теоремы ортогонального 
проецирования оптимальная матрица Ai

* определяется 
в виде:

A Kx y Ky i k k Ni i i
* * , , , ,= = + ј�1 1 11 � ,           (3)

где матрица корреляционных моментов взвешенных ре-
зультатов измерений Ky i1 , размерности b b� , с  учетом 
некоррелированности сигнала и помех измерения.

Математическое описание финитно-временного 
метода фильтрации с обратной связью

Представим краткое математическое описание фи-
нитно-временного метода с обратной связью. Оптималь-
ная финитно-временная обработка с  обратной связью 
является универсальной относительно коррелирован-
ности или не  коррелированности погрешностей моде-
лей измерения. Этот метод обеспечивает оптимальную 
оценку по  среднеквадратичной ошибки на  заданном 
временном интервале. Он характеризуется простотой 
реализации алгоритмов и не требует представления сиг-
налов в пространстве состояний [8, 3].

Пусть используется следующая модель измерения, 
которая подается на вход фильтра финитно-временной 
обработки с обратной связью:

Y X H i ni i i= + = ј, , ,� 0 1 ,                         (4)

где Yi — результат измерений в момент времени i являет-
ся скалярным случайным произвольным временным ря-
дом; X i  — оцениваемый сигнал является случайной, про-
извольной, в  общем случае нестационарным и  не 
гауссовским случайным процессом; Hi — аддитивная по-
меха измерений является нестационарным, гауссов-
ским, коррелированным или не коррелированным слу-
чайным процессом. 

Вектор оценки полезного сигнала:

Z Y X Xi i i i r

T

1 1 1= � � +, , ..,
* *

  ,                             (5)

где Yi — текущий результат измерений; X p


*
, p = i–1, i–2,…, 

i–r+1 — оптимальные оценки сигнала, полученные в r–1 
моменты времени.

Оптимальная по  критерию среднеквадратической 
ошибки оценки матрица Ai

* размерностью r r�  преобра-
зующая вектор результатов измерения в вектор оценок 
X1*:

A Kx z Kzi i i i
* = �1 1 1� ,                               (6)

где Kx zi i1 1  — матрица взаимных корреляционных мо-
ментов для векторных сигналов X i1  и выходного сигнала 
Z i1  размерности r r� ; Kz i1  — матрица корреляционных 
моментов входного сигнала Z i1 , размерности r r� .

Спектрально-финитный метод фильтрации  
без обратной связи

Представим краткое математическое описание спек-
трально-финитного метода с  обратной связью. Спек-
трально-финитная линейная оптимальная фильтрация 
дискретных сигналов характеризуется своей универ-
сальностью, поскольку она применима к  широкому 
классу сигналов, включая как стационарные, так и  не-
стационарные, марковские и немарковские сигналы [6]. 
Кроме того, данный метод не зависит от наличия или от-
сутствия коррелированной помехи измерения [7, 8]. Ал-
горитм обладает повышенной устойчивостью благодаря 
отсутствию обратной связи и простотой реализации.

Спектральное представление наблюдаемого сигнала 
сигнал Y1i в спектральном виде на  i-ом интервале, раз-
мерности di×1, учитывая величину значения спектраль-
ных компонент di:

CY d BB Y i k k Ni i
T

i1 1 1 1= = + ј* , , , ,� ,                 (7)

где BB i1  — матрица собственных векторов матрицы Kx i1  
на i-ом шаге оценки сигнала.
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Корреляционная матрица Kx y i1 1  векторов X i1  и  Y i1  
в  спектральном представлении, размерности d di i� , 
которая учитывает величину значения спектральных 
компонент di:

CKx y d BB Kx y BBi i
T

i i1 1 1 1 1 1= * * ,                 (8)

Матрица оптимальных коэффициентов полезного 
сигнала X i1  в i-ый момент времени, размерности d di i� , 
при спектральном представлении имеет следующий 
вид:

CAd CKx y d CKy di i i
* = �1 1 1 1� ,                       (9)

Исследование рассматриваемых методов 
обработки сигналов

Исследование будем производить путем моделиро-
вания рассматриваемых методов фильтрации в компью-
терном математическом пакете MathCad [11], и последу-
ющим сравнении их между собой по  характеристикам 
точности, робастности и помехозащищенности.

В качестве исходных данных для моделирования 
и последующего сравнительного анализа будем исполь-
зовать следующие параметры:

1. Y X Hi i i= + � — линейная, дискретная модель из-
мерения со стационарным, гауссовским, эргоди-
ческим, центрированным, в общем случае не Мар-
ковским случайным процессом и  аддитивной 
погрешностью измерения;

2. 

KX X e

cos X sin X

Xt s

b t a
b

b t

a t( ) =

( ) + ( )ж

и
з

ц

ш
ч

�2 * *

* *� � � � ��
  — корреляци-

онная функция второго порядка Марковости;

3. KH H i jt s d( ) = 2 * ,  — некоррелированная по-
грешность измерений в  виде белого стационар-
ного гауссовского шума;

4. SIG SIG SIG SIG
c

0 1 00 11 11= = = =  — СКО помехи 

и  полезного сигнала для расчета характеристик 
робастности и  помехозащищенности соответ-
ственно;

5. a a b b= = = =1 1 0 011, �
c

 — коэффициенты кор-

реляции для робастности и  помехозащищенно-
сти;

6. r = 4 — используемая память фильтров;
7. d c= 4 �  — величина дискретизации, определяе-

мая по теореме Котельникова;
8. N = 2000 — объем выборки.

Сравнительный анализ по точности

Сравнение на точность будем проводить по величи-
не выборки случайного процесса — N, и объему памяти 
фильтра — r. Где Dwef  — финитно-временная обработка 
без обратной связи; DwefsT  — спектрально-финитная 
обработка без обратной связи; Dwef 00  — финитно-вре-
менная обработка с обратной связью; Dwefk  — фильтр 
Калмана.

Определим точность и время переходных процессов 
исследуемых методов обработки путем анализирования 
статистических оценок дисперсий, после завершения 
всех переходных процессов. Где ФВОсОС — финитно-
временная обработка с  обратной связью, ФВО  — фи-
нитно-временная обработка без обратной связи, 
СФО — спектрально-финитная обработка, ФК — фильтр 
Калмана.

Рис. 1. График зависимости дисперсий ошибок оценок исследуемых методов обработки полезного сигнала 
от выборки N 

Источник: анализ автора
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Таблица 1. 
Значения точности и времени переходного процесса 

исследуемых методов обработки от выборки

ФВОсОС ФВО СФО ФК

Точность 0,06 0,061 0,061 0,046

Время ПП, с 1494 382 388 695

Источник: анализ автора

Сравнительный анализ по робастности

Сравнение на робастность будем проводить по сле-
дующим параметрам: r, d, α, β, SIG0, SIG1. Ниже пред-
ставим числовые данные робастности при отклонении 
заданного параметра робастности на  ±10 % Будем на-
зывать систему робастной, когда хотя бы один коэффи-
циент робастности окажется меньше определенного 
значения, равного 0,3 [9].

Таблица 2. 
Числовые значения коэффициентов робастности 

исследуемых методов при изменении параметров 
робастности

ФВОсОС ФВО СФО ФК

r
Rob(+) 0,56 0,34 0,238 0,184

Rob(–) 0,169 1,634 1,618 0,005

d
Rob(+) 0,42 0,388 0,426 0,608

Rob(–) 0,138 0,006 0,028 0,646

α
Rob(+) 0,701 0,419 0,126 0,216

Rob(–) 0,104 0,117 0,336 0,634

β
Rob(+) 0,573 0,359 0,035 0,151

Rob(–) 0,375 0,15 0,103 0,132

SIG0
Rob(+) 0,075 0,034 0,036 0,01

Rob(–) 1,271 1,387 1,389 1,493

ФВОсОС ФВО СФО ФК

SIG1
Rob(+) 0,352 0,332 0,168 0,167

Rob(–) 0,673 0,539 0,06 0,013

Источник: анализ автора

Сравнительный анализ  
по помехозащищенности

Сравнение на  помехозащищенность будем прово-
дить по  следующим параметрам: α1, β1, SIG00, SIG11. 
Ниже представим числовые данные робастности при 
отклонении заданного параметра помехи на ±10 %. Бу-
дем называть систему помехозащищенной, когда хотя 
бы один коэффициент помехозащищенности окажется 
меньше определенного значения, равного 0,3 [9].

Таблица 3. 
Числовые значения коэффициентов 

помехозащищенности исследуемых методов  
при изменении параметров помехозащиты

ФВОсОС ФВО СФО ФК

α1
Rob(+) 0,297 0,755 0,802 0,434

Rob(–) 1,033 0,744 0,785 0,779

β1
Rob(+) 2,696 1,415 1,447 2,205

Rob(–) 1,309 0,146 0,159 0,273

SIG00
Rob(+) 2,493 2,496 2,496 2,468

Rob(–) 1,44 1,467 1,467 1,449

SIG11
Rob(+) 3,103 2,838 2,811 1,817

Rob(–) 1,496 1,418 1,419 1,043

Источник: анализ автора

Рис. 2. График зависимости дисперсий ошибок оценок исследуемых методов обработки полезного сигнала 
от изменения памяти фильтра r  

Источник: анализ автора
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Заключение

В данной работе был проведен сравнительный 
анализ линейных оптимальных методов фильтрации: 
финитно-временного метода с  обратной связью, фи-
нитно-временного метода без обратной связи, спек-
трально-финитного метода без обратной связи, и филь-
тра Калмана по  показателям точности, робастности 
и помехозащищенности.

По показателю точности все фильтры показали при-
близительно один результат, однако Калмановская 
фильтрация оказалась точнее других методов при уве-
личении выборки измерений, а  также при увеличении 
памяти фильтра. При  этом время ее переходного про-
цесса уступает времени переходного процесса финитно-
временной обработки без обратной связи.

По показателю робастности финитно-временная об-
работка с  обратной связью робастна по  параметрам: r, 
d, α, SIG0. Финитно-временная обработка без обратной 
связи обладает робастностью по  параметрам: d, α, β, 
SIG0. Спектрально-финитная фильтрация без обратной 
связи обладает робастностью по  параметрам: r, d, α, β, 
SIG0, SIG1. Калмановская фильтрация обладает робаст-
ностью по параметрам: r, α, β, SIG0, SIG1.

По показателю помехозащищенности финитно-вре-
менная обработка с обратной связью помехозащищена 
по  параметру: α1. Финитно-временная обработка без 
обратной связи обладает помехозащищенностью по па-
раметру: β1. Спектрально-финитная фильтрация без об-
ратной связи обладает помехозащищенностью по пара-
метру: β1. Калмановская фильтрация помехозащищена 
по параметру: β1.

На основании проведенного исследования можно 
сделать вывод, что из перечисленных методов обработ-
ки сигналов, для заданной модели полезного сигнала 
и  погрешности измерений, наиболее точным оказался 
фильтр Калмана. Наиболее устойчивым к возмущениям 
оказалась спектрально-финитная обработка без обрат-
ной связи. К воздействию помехи все фильтры оказались 
в равной степени устойчивы.

Таким образом, можно говорить о  рациональности 
использования фильтрация Калмана в  системах, требу-
ющих повышенной точности, и об использовании спек-
трально-финитной обработки без обратной связи в  си-
стемах, чувствительных к различного рода выбросам.
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