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Аннотация. Рассматривается задача гидродинамической устойчивости 
закрученного потока вязкой несжимаемой жидкости в канале с жесткими 
стенками. Решение определяется численным интегрированием системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений шестого порядка. Рассчи-
таны коэффициенты усиления и  фазовые скорости наиболее неустойчи-
вых возмущений для различных профилей течения.
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Закрученные течения жидкости или газа продол-
жительное время являются объектом теорети-
ческого и  экспериментального исследования. 

Это обусловлено целым рядом свойств, которые поток 
приобретает благодаря воздействию центробежной 
силы, вызванной его вращением. Области применения 
закрученных потоков обширны и  разнообразны. В  ка-
честве некоторых примеров можно отметить следую-
щие направления: стабилизация процессов горения 
за счет образования рециркуляционной зоны, очистка 
воздуха от пыли и мелкодисперсных примесей, разде-
ление потока по фракциям, температурное разделение 
в трубах Ранка-Хилша, аэрирование потока с помощью 
контрвихревых аэраторов, гашение энергии в  гидро-
технических сооружениях за счет взаимодействия двух 
коаксиально закрученных в  противоположные сторо-
ны потоков, смешение дымовых газов при сжигании то-
плива, интенсификации процессов теплообмена [1–6]. 
В  связи с  этим особенно актуальным является иссле-
дование устойчивости закрученных течений, так как 
именно за  счет этого обеспечивается работа техниче-
ских устройств в расчетном режиме.

Основным инструментом математического моде-
лирования в  этом случае служит гидродинамическая 
теория устойчивости [7–11]. Суть этого подхода заклю-
чается в том, что на основное (считающееся известным) 
течение накладываются некоторые малые возмущения 
и  исследуется процесс нарастания этих возмущений 
по времени или пространству. Если они затухают, то те-
чение считается устойчивым, если растут — то неустой-
чивым.

Базовой системой уравнений гидродинамики вяз-
кой несжимаемой жидкости является система На-
вье-Стокса, используя которую можно рассчитать ос-
новное течение, а затем исследовать его устойчивость. 
Можно также рассматривать некоторые модельные 
течения в качестве основного с заданным распределе-
нием скоростей.

1. Постановка задачи  
и метод решения

Будем считать, что основное течение вязкой несжи-
маемой жидкости является осесимметричным и  в  ци-
линдрической системе координат (r, φ, z) описывается 
полем скоростей

0,)(,)( === ϕ rz VrWVrUV .  (1)

Здесь ось z направлена вдоль движения потока. 
В классической теории устойчивости на основное тече-
ние накладываются возмущения в виде бегущей волны

  (2)

Комплексные функции F(r), S(r), H(r), P(r) задают 
амплитуду волны длиной λ с волновым числом λπ=α /2 ,  
модой возмущения n ;...)2;1;0( ±±=n  и  скоростью 
распространения c. Для неизвестных амплитудных 
функций после процедуры подстановки возмущений (1) 
в уравнения Навье-Стокса и ее дальнейшей линеариза-
ции можно получить систему следующих уравнений
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,  (3)

,  (4)

,  (5)

,  (6)

где . Граничными условиями для 
системы (3)-(6) служат выражения:

,0)0()0( == HS  — 
ограничены при ;  (7)

,0)0()0( =± HS 1ïðè0)0()0( ±=−== nPF  — где 1ïðè0)0()0( ±=−== nPF ;  (8)

1ïðè0)0()0()0()0( >−==== nPFHS  — где 1ïðè0)0()0()0()0( >−==== nPFHS ;  (9)

0)()()( === kkk rFrHrS .  (10)

Будем исследовать, так называемую, временную 
устойчивость течения (1). При этом волновое число α 
действительное, а  скорость ir cicc +=  комплексная 
(cr — фазовая скорость, ci — скорость роста возмуще-
ния по времени). Очевидно, что при 0<ic  возмущения 
затухают (течение устойчиво), а при 0>ic  — растут (те-
чение неустойчиво).

Сформулированная постановка является задачей 
на собственные значения, которая решается численно 
интегрированием системы (3)-(6) с  условиями (7)-(10) 
методом Рунге-Кутта с  использованием ортогонализа-
ционной процедуры Грамма-Шмидта. Метод решения 
изложен в [11] и применялся при исследовании широ-
кого круга задач.

3. Результаты вычислений

Рассмотрим результаты исследования устойчивости 
на  примерах течений вида (1) с  разными распределе-
ниями скорости. В  первом случае будем считать, что 
ядро закрученного потока представляет собой вихрь 
Бюргерса:

,,/)()(,/)()( max100101 UUUrWrWUrUrU ===

  (11)

Здесь параметр τ определяет толщину погранично-
го слоя, ε задает форму профиля (ε>0 — струйное тече-
ние, ε<0 — спутное, ε=0 — равномерный поток).

Выборочные результаты устойчивости течения (11) 
при ε=0, τ=12, σ=18, n=–1 представлены на рис. 1. Не-
большая закрутка (β=0.1) не оказывает существенного 
воздействия на  поток и  он остается устойчивым (кри-

 
Рис.1. Зависимости коэффициентов усиления (сплошные линии) и частот 
колебаний (штриховые линии) от волнового числа при 0=ε : а – Re=300,  
б – Re=1000, =β 0.1, 0.3, 0.56, 0.8, 1 (кривые 1-5) 
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Рис.1. Зависимости коэффициентов усиления (сплошные линии) и частот колебаний (штриховые 
линии) от волнового числа при  : а — Re=300, б — Re=1000,  0.1, 0.3, 0.56, 0.8, 1 (кривые 1-5)
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вая 1). При увеличении закрутки (β=0.3) устойчивость 
потока нарушается, а  в  дальнейшем — усиливается. 
Длина волны, которая соответствует наиболее неустой-
чивым возмущениям, примерно равна диаметру канала 
и незначительно уменьшается с увеличением закрутки. 
Данный профиль скорости неустойчив к  более корот-
ким возмущениям по сравнению с течением Пуазейля 
во вращающейся трубе. Рассмотренные моды неустой-
чивости имеют невязкий характер и с ростом значения 
числа Рейнольдса неустойчивость сохраняется.

Во втором случае рассмотрим течение с полем ско-
ростей вида:
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  (12)

В данном исследовании примем

  (13)

Дисперсионные зависимости, характеризующие 
устойчивость течения (12) при Re = 100, 300 представ-
лены на  рис.  2. В  этом случае малая закрутка G=0.7, 
1.2 также не приводит к нарушению устойчивости пото-
ка, а при усилении закрутки G=1.7, 2.2 поток становит-
ся неустойчивым. Такая  же картина наблюдается при 
больших значениях чисел Рейнольдса. Как и в предыду-
щем случае, длина волны для наиболее неустойчивых 
возмущений имеет значение порядка длины канала.

4. Заключение. 

Для течений во вращающемся канале с постоянной 
угловой скоростью q при превышении критического 
числа Рейнольдса нарушение устойчивости наблю-
дается при чрезвычайно малых значениях . 
Представленные вычисления течений с закруткой, рас-
пределенной по  радиусу, показывают существование 
некоторой критической закрутки. Определяя параметр 
закрутки G отношением максимальных значений ази-
мутальной компоненты скорости к  осевой, для пред-
ставленных вычислений в диапазоне умеренных чисел 
Рейнольдса критическое значение закрутки составляет 

0.7–1.7.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
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