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Аннотация. В работе представлено описание и демонстрация работы про-

граммного комплекса для математического моделирования динамическо-

го деформирования упруговязкопластических оболочек вращения. Мате-

матическая модель основана на систему уравнений в частных производных 

гиперболического типа. В качестве метода реализован лучевой метод приф-

ронтовых разложений, в также построение решение в виде степенного ряда 

Тейлора с  третьим порядком точности. Сформулированы начальные усло-

вия в терминах разрывов, описывающие динамическую нагрузку по торцу 

оболочки. Представлены варианты граничных условий в терминах разры-

вов, отражающие условия жесткого защемления, или свободного от  на-

пряжений противоположного торца оболочки. Построен алгоритм расчета 

остаточной формы оболочки после снятия нагрузки.

Ключевые слова: лучевой метод, оболочка вращения, пластичность, гранич-

ные условия.

THE RAY METHOD FOR SOLVING 
THE DYNAMICS OF THE ELASTIC 
VISCOUS-PLASTIC SHELLS

M. Yegorov 

Summary. The work describes the ray method for solving systems 

of partial diff erential equations of hyperbolic type. This method 

consists in constructing the equations of discontinuity transfer along 

the propagation of perturbations on moving surfaces, as well as in 

representing the solution in the form of a Taylor power series in the 

variable distance behind the perturbation front while preserving 

a suffi  cient number of terms. The implementation of the method is 

shown by the example of a system of partial diff erential equations of 

hyperbolic type, which describe the process of dynamic deformation 

of thin cylindrical shells of revolution from elastoviscoplastic materials 

[5]. An algorithm for constructing a solution up to the required order 

is given.

Keywords: rotating shell, ray method, plasticity, dynamic deformation.
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Р ассмотрим математическую модель, описыва-
ющую динамическое деформирование тонкой 
оболочки вращения из упруговязкопластическо-

го материала, изложенную в  [5] (рисунок 1, формула 
1), где u, v — продольные, поперечные перемещения 
срединной поверхности оболочки, Ψ — угол поворота 
срединной поверхности оболочки вращения, z — про-
дольная координата оболочки, R — радиус срединной 
поверхности, h — толщина оболочки, v — коэффициент 
Пуассона, μ — параметр Лямэ, ρ — плотность материла 
оболочки, η — коэффициент динамической вязкости, 
ep

ij — компоненты тензора пластических деформаций, 
K — предел пластичности, σ'ij — компоненты девиа-
тора тензора напряжений, I2(σ'ij) — второй инвариант 
девиатора тензора напряжений, c1, c2 — скорости рас-
пространения продольных и поперечных возмущений 

в  неограниченной среде, k — параметр поперечного 
сечения, характеризующий распределение касатель-
ных напряжений.
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Запишем систему уравнений (1) в терминах разрывов 
на  подвижной поверхности согласно выражениям [5] 
(формулы 5, 6, 7)

Рис. 1 Модельное представление оболочки
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В работе [4] показано существование двух изолиро-
ванных волновых фронтов системы (7), на каждом из ко-
торых выполняются свои условия.

Волновой фронт 1 :

1 , , ,, 0, 0, 0.n n nñ ñ u v                (8)

Волновой фронт 2 :

2 , , ,k, 0, 0, 0.n n nñ ñ u v                (9)

Принимая во  внимание условие сплошности 
  0f   и записывая систему уравнений (7) на соответ-
ствующей волновой поверхности 1 , или 2  получа-
ем систему обыкновенных неоднородных уравнений 
первого порядка относительно , , ,, ,n n nu v          
. Дифференцируя систему (1) достаточное количество 
раз по  продольной координате и  записывая ее в  тер-
минах разрывов на  подвижной поверхности по  ана-
логии с  системой (7) можно получить выражения для 

, , ,, ,nn nn nnu v            и  , , ,, ,nnn nnn nnnu v           . Учи-
тывая вышеизложенное, можно составить выражение 

для решения за фронтом возмущения в виде степенно-
го ряда Тейлора:
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где  ,f z t  — значение функции за фронтом возму-
щения, n — расстояние от фронта возмущения.

Начальные условия для решения последователь-
но дифференцированной системы уравнений (7) могут 
быть записаны в следующем виде [6]:
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где 0|ij z   — динамическая нагрузка на торце, пред-
ставленная в виде степенного ряда Тейлора.

Граничные условия для жестко защемленного торца 
оболочки можно записать в виде [6]:
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Граничные условия для свободного от  напряжений 
торца оболочки можно записать в виде [6]:
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Запишем выражения для компонент скоростей пла-
стического деформирования на фронтах 1 , 2 [6]:
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Распределение пластических деформаций можно 
представить в виде [6]:
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Остаточные пластические перемещения обуслов-
лены наличием скорости пластической деформации 
на  фронте. Выражения для остаточных перемещений 
оболочки могут быть получены путем разложения в ряд 
Тейлора по расстоянию за фронтом [6]:
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где p
zze , p

rze  — остаточные пластические деформа-
ции за фронтом, n N z   — расстояние за фронтом.

Программа для реализации метода была написа-
на на  языке FORTRAN90 в  кроссплатформенной среде 
Code:: Blocks. Постпроцессинг для визуальной части был 
разработан в Mathcad 15.

Рис. 2 Блок-схема работы программного комплекса
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Рис. 3 Распределение продольных перемещений в случае жестко защемленной границы

Рис. 4 Остаточная форма оболочки при снятии нагрузки в момент времени 1N 
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При расчетах были использованы следующие безраз-
мерные комплексы: /u u L , /z z L , 1/N N c t  

/v v L   ,u N z    ,v N z  .

Выводы: в  работе представлено описание и  демон-
страция работы программного комплекса для матема-

тического моделирования динамического деформиро-
вания тонких оболочек вращения при двух вариантах 
задания граничных условия на противоположном торце 
оболочки (жестко защемленном и свободном от напря-
жений), а также построения остаточной формы оболоч-
ки после снятия нагрузки.
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