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Аннотация. В  работе рассматривается одна из  проблем решения об-
ратных задач уравнений, содержащих производную дробного порядка. 
Излагается ряд методик идентификации параметров дробных моделей, 
возникающих в различных задачах механики, теории колебаний и гидро-
динамики. Данные методики впервые применяются в подобных задачах 
и отличаются своей простотой в использовании, а также могут быть рас-
пространены на решения многих задач в других областях науки.
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дель вязкоупругости, идентификация параметра производной дробного 
порядка.

Втечение последних нескольких десятилетий 
уравнения дробного порядка успешно исполь-
зовались для моделирования различных физиче-

ских процессов.

Важно отметить, что решение как прямых, так и об-
ратных задач для дробных дифференциальных урав-
нений — очень важная проблема. В  настоящее время, 
для решения прямых задач наряду с  аналитическими 
методами широко используются и  численные мето-
ды. А вот проблема идентификации параметров дроб-
ных моделей в  основном решается на  теоретическом 
уровне (методом спектрального анализа). В  работах 
Т. Алероева и  С. Ерохина [1] предложен принципиаль-
но новый метод, где параметры модели определяются 
исходя из  нескольких характерных точек, полученных 
в эксперименте, путем подстановки значений деформа-
ции в аналитические решения соответствующих задач.

Обе части этой методики неразрывно связаны — 
идентификация параметров осуществляется путем ре-
шения большого количества прямых задач. Все это под-
тверждает актуальность данного исследования.

В данной работе приводится методика идентифика-
ции для дробных моделей, возникающих в  механике, 
в теории колебаний и в гидродинамике.

1. Определение параметров модели исходя 
из нескольких характерных точек, полученных 
в эксперименте, путем подстановки значений 
деформации в аналитические решения 
соответствующей задачи

В общем виде физические соотношения вязкоупру-
гого элемента конструкции можно описать с использо-
ванием производных дробного порядка [2]:
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где  — напряжение, а   — деформация в мо-
мент времени t,  — параметры соотноше-
ний, а  ρD  — оператор дробного дифференцирования 
порядка ρ[2].

Формулировка уравнений движения с  использова-
нием производных дробного порядка требует задания 
не более пяти эмпирических параметров. Это меньше, 
чем обычно требуется при математическом моделиро-
вании линейного вязкоупругого тела, поскольку это 
соотношение согласуется с  основными физическими 
законами рассматриваемого явления. Таким образом, 
метод математического моделирования, основанный 
на производных дробного порядка, является привлека-
тельным для инженерных расчетов. В большинстве слу-
чаев число требуемых параметров будет даже меньше 
пяти.

Как показано в [2], для моделирования многих вяз-
коупругих материалов достаточно ограничиться соот-
ношением

 (1.2)

которое, при отсутствии мгновенной упругости, 
что характерно для большинства полимеров, сводится 
к более простому соотношению

),()( 1 tDEt εσ β= ,

где  — напряжение, а   — деформация, Е1 
и 0 < β < 1 — параметры материала. Здесь оператор 

 — оператор дробного дифференцирования в опре-
делении Капуто [2].

Прежде всего отметим, что в математическом моде-
лировании под идентификацией подразумевается на-
хождение параметров модели и ее структуры, обеспе-
чивающей адекватное соответствие выходных данных 
объекта и модели при одинаковых входных воздействи-
ях. Подход к построению модели на основе идентифи-
кации называют также экспериментальным подходом, 
в  отличие от  аналитического, когда модель опреде-
ляется на  основе основных законов механики, химии 
и т. д. В зависимости от объема исходной информации 
об исследуемом объекте подходы и методы идентифи-
кации можно рассматривать в широком смысле, когда 
неизвестна структура объекта (непараметрическая или 
структурная идентификация); или в узком смысле, ког-
да стоит задача оценки параметров модели известной 
структуры (параметрическая идентификация).

Под идентификацией в дальнейшем будем подразу-
мевать определение параметров моделей, предпола-
гая, что уравнения этих моделей заранее известны.

Для соотношения (1.2) возникает важнейшая обрат-
ная задача параметрической идентификации — опре-
деления параметра β по  экспериментальным данным. 
Так как точное вычисление дробных производных 
от  большинства даже элементарных функций невоз-
можно, то в общем случае эта задача достаточно слож-
на и  именно поэтому проблема определения параме-
тров моделей остается мало изученной.

И практически не существует методов параметриче-
ской идентификации для моделей, основанных на опе-
раторах дробного дифференцирования, что служит ос-
новным препятствием проникновению идей дробного 
исчисления в механику, химию и т. д.

Так, в  фундаментальных работах [1]- [2] параметры 
уравнений для стекла Corning 10 определяются путем 
наилучшего среднеквадратического приближения 
экспериментальных данных и  решений, полученных 
в  результате математического моделирования. Такой 
подход требует большого числа экспериментальных 
данных, что предполагает наличии значительных лабо-
раторных мощностей.

В работах [3]- [6], почти одновременно для параме-
трической идентификации уравнения ползучести была 
предложена номографическая методика сравнения экс-
периментальной зависимости с различными модельны-
ми кривыми с известными параметрами. Этот метод, как 
показывает, работа автора [6] весьма трудоемок и обла-
дает большой погрешностью, а  также сопряжен с  воз-
можными ошибками. Следует отметить, что параметр β 
определенный номографической методикой автором 
в  работе [6] приблизительно равнялся 0,65, а  тот  же 
параметр β, вычисленный с  помощью методики, осно-
ванной на  теореме существования и  единственности 
(которая приводится автором в той же работе) равнялся 
0,63, то показывает довольно существенную ошибку, ко-
торую дает номографическая методика.

Большой теоретический интерес представляет ра-
бота [5], посвященная разработке методов параметри-
ческой идентификации дробных дифференциальных 
операторов на  основе математического моделирова-
ния в  форме разностных уравнений. К  недостаткам 
этой работы стоит отнести небольшое количество экс-
периментальных данных, не  позволяющее в  полной 
мере оценить эффективность предлагаемых методик. 
К  тому  же сами предлагаемые методики достаточно 
сложны и  требуют специального программного обе-
спечения для работы.
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Таким образом, возникает задача разработки но-
вых эффективных методик параметрической иденти-
фикации моделей, описываемых при помощи диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка. Другими 
словами, задачу можно сформулировать следующим 
образом: имея выборку экспериментальных данных 
процесса, описываемого при помощи дифференциаль-
ного уравнения с  дробной производной, необходимо 
определить параметры данного процесса, в частности, 
порядок этой дробной производной.

Задача особенно актуальна, когда у  исследователя 
нет возможности получить дополнительные экспери-
ментальные данные (эксперимент закончен или нет 
контакта с  экспериментатором) и  строго выполнить 
все стадии процесса параметрической идентификации 
(формирование испытательного сигнала, планирова-
ние и  проведение эксперимента, определение требо-
вания к данным наблюдений и т. д.)

Проблема параметрической идентификации реша-
лась автором в  начале с  помощью номографической 
методики. В работе [6] впервые было предложено для 
параметрической идентификации использовать тео-
рему существования и единственности для уравнения 
(1.2), что позволило привести формулы для вычисления 
параметров модели.

Как было отмечено ранее, в  ходе изучения напря-
женно-деформированного состояния полимерных 
пленок [7] образцы растягивались с постоянной скоро-
стью, одновременно проводились замеры напряжения, 
т. е. можно записать

 (1.3)

Конечно, в природе деформация )(tε  — функция да-
леко не линейная. Но если удастся установить параметр 
β для случая линейного нагружения, то, по теореме су-
ществования и  единственности решения задачи Коши 
для уравнения дробного порядка можно утверждать, 
что этот параметр является инвариантным и не зависит 
от вида функции )(tε .

Рассмотрим уравнение (1.2), если растяжение мате-
риала задается линейно (1.3). Принимая во  внимание 
известную формулу

 (1.4)

получаем

 (1.5)

Обозначив

 (1.6)

можно записать

[ ]1( ) ( ) .t A t βσ ε −=  (1.7)

Таким образом, в  этом случае напряжение зависит 
от деформации по степенному закону, что соответству-
ет экспериментальным данным.

Рис. 1. Вычисление параметра вязкоупругого материала
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Формула (1.2) описывает деформацию материала 
в области высокоэластичной деформации (рисунок 1), 
т. е. при Bσσ > . Соотношение (1.7) справедливо, если 
начало координат находится в  точке предела вынуж-
денной эластичности ),( BB σε .

В  точке вынужденной эластичности кривая напря-
жение-деформация становится выпуклой вверх, т. е. 

. Имея массив исходных экспериментальных 
данных , где , мож-
но сформулировать критерий для этой точки:

1 1
2

2''( ) .
( )

i i i
it kh

σ σ σσ δ− +− +
≈ < −  (1.8)

Пороговое значение  установлено эмпи-
рически. Наименьшее значение i, при котором выпол-
няется условие (1.8) определяет точку вынужденной 
эластичности .

Если, помимо критической точки ),( BB σε , известны 
(рисунок 1) еще два результата измерений: ),( 11 σε  и 

),( 22 σε , то, обозначив Bεεε −=∆ 11 , Bεεε −=∆ 22 , 

Bσσσ −=∆ 11 , Bσσσ −=∆ 22 , можно записать систему







∆=∆

∆=∆
−

−

β

β

εσ

εσ
1
22

1
11

A
A

 (1.9)

Откуда получаем формулу для параметра соотноше-
ния (1.4):

 (1.10)

Для примера возьмем диаграммы для двух материа-
лов 1 — ТХД, 2 –диан.

По  формуле (1.7) установлено, что для первого об-
разца участок высокоэластичной деформации насту-
пает при εв = 0,06, σв = 82. Еще две точки возьмем ε1 = 
0,10, σ1 = 97; ε2 = 0,16, σ2 = 103. Таким образом, Δσ1 = 15,  
Δσ2 = 21, Δε1 = 0,04, Δε2 = 0,10. По формуле (1.4.10) полу-
чаем β1 = 0,63.

В статье [6] этот же параметр β1, полученный этим же 
методом, был равен 0,65. Этот результат хорошо согла-
суется с полученным [7] путем аппроксимации экспери-
ментальных кривых кривыми соответствующего диффе-
ренциального уравнения с дробными производными.

Для второго образца: εв = 0,08, σв = 76. Еще две точки 
возьмем ε1 = 0,11, σ1 = 84; ε2 = 0,18, σо = 86. Таким обра-
зом, Δσ1 = 8, Δσ2 = 10, Δε1 = 0,03, Δε2 = 0,10. По формуле 
(1.10) получаем β2 = 0,815.

Рис. 2. Зависимость «напряжение-деформация» для образцов полимерных пленок: 1 — ТХД, 2 —  
диан (взят из статьи Кехарсаевой  Э.Р. Модель деформационно-прочностных характеристик 

хлорсодержащих полиэфиров на основе производных дробного порядка «Пластмассы» № 3,2001)
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2. Метод параметрической идентификаций 
порядка дробной производной в уравнении 
Бегли-Торвика, описывающее движение гранул 
полимербетона

Математическая модель изменения деформацион-
но-прочностных характеристик полимербетона при 
нагружении. Исследовались образцы полимербетона 
на  основе полиэфирной смолы (диан и  дихлоанги-
дрид — 1,1 — дихлор — 2,2 — диэтилен). Полимербе-
тон рассматривается, как набор гранул минерального 
наполнителя, в вязкоупругой среде. Движение гранулы 
описывается уравнением (2.1), где b — модуль вязко-
сти смолы, k — модуль жесткости смолы, α — параметр 
вязкоупругости среды,  -сила, воздействующая на поли-
мербетон.

( ) '' ( ) ( ) ( )y x bD y x ky x F xα+ + =  (2.1)

Для идентификации параметра дробного диффе-
ренцирования были построены графики решения зада-
чи Коши

1'' ( ),
(0) 0, '(0) ,

oxmy bD y ky f x
y y

α

γ

++ + =
= =  (2.2)

Принимая m=1, а  1.5α = , построим графики при 
различных b, k (рис. 3).

Анализ этих графиков показывает, что для опре-
деления порядка дробной производной достаточно 
выбрать интервал, на  котором эти графики заведомо 
не  пересекаются. Взяв любую точку из  этого интерва-

α = 1.5, b = 1.8, k = 90–93–96

С = 0.7; 1; 1.3

Рис. 3

α = 1.5, b = 1.7–1.8–1.9, k = 93
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ла, смотрим, чему равно значение решения в этой точ-
ке. И это значение сравниваем с экспериментальными 
данными. Экспериментальные данные в нашем случае, 
выглядят следующим образом (таблица 1).

Чтобы выбрать интервал, где графики соответству-
ющих решений, заведомо не  пересекаются, приведем 
графики решений соответствующих задач при различ-
ных значениях порядка дробного дифференцирования.

1...,,2.0,1.0,0 ==== αααα

Из  рисунка 4 следует, что за  искомый промежуток 
можно взять интервал [6,3; 6,8]. Берем любую точку 
из  этого промежутка (в  частности, можно взять точку 
6,5) и  вычисляем значение, полученной эксперимен-
тальным путем функции, моделирующего колебания 
полимербетона. Очевидно, что из  нашего последнего 
рисунка следует, что порядок дробного оператора за-
ключен в промежутке (1,4; 1,8), что хорошо согласуется 
с нашими экспериментальными данными.

3. Математическая модель идентификации 
параметра дробной производной 
и прогнозирования результатов для уравнения 
движения жидкости в скважине.

Еще один методом идентификации параметра дроб-
ной производной применялся в работе [1]. Он исполь-
зовался для оценки адекватности математической 
модели применимой к  задаче разработки нефтяной 
скважины и  представленной в  виде начальная задача 
Коши для дифференциального уравнения дробного по-
рядка с переменным коэффициентом.

( ) ( ) ( ) ( )2
,    0 1P r D P r a r D P b rα α α′  = + < < 

  (3.1)

где ( )P r  — давление в скважине, P∇  — градиент 
давления, v —вектор скорости, k — проницаемость 
среды, v — модуль v, β — константа пропорционально-
сти, [ ],c kr r r∈ ,rc — радиус скважины, rk — радиус кон-
тура питания.

Уравнение (3.1) описывает изменение давление 
в скважине при радиальном потоке жидкости с устано-
вившемся течением. Для упрощения начальное усло-
вие было принято ( )0 0P = .

Каждая скважина имеет свои уникальные харак-
теристики и  свое значение α. Параметр производной 
дробного порядка α подбирается путем сопоставления 
данных обработки зависимости действующей толщины 

Таблица 1
(0,46; 1,03) (0,47; 1,02) (0,48; 1,0198) (0,49; 1,018) (0,50; 1,0178)

(0,51; 0,93) (0,52; 0,83) (0,53; 0,5) (0,54; 0,2) (0,55; 0,18)

(0,56; –0,01) (0,57; –0,3) (0,58; –0,61) (0,59; –0,93) (0,60; –0,96)

(0,61; –0,21) (0,62; –0,8) (0,63; 0,21) (0,64; 0,24) (0,65; 0,301)

(0,66; 0,32) (0,67; 0,38) (0,68; 0,41) (0,69; 0,43) (0,70; 0,431)

Рис. 4. Решение задачи при различных значениях α.
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пласта от  градиента давления и  решения уравнения 
(3.1) при различных значения α.

В  основе метода идентификации параметра про-
изводной лежит максимизация численного показате-
ля качества математической модели — коэффициента 
детерминации (R2) для рассматриваемой функции. Ко-
эффициент детерминации (R2) равен единицы при аб-
солютной сходимости зависимостей, полученных при 
решения дифференциального уравнения (3.1) и путем 
обработки экспериментальных данных скважины.

(R2) определяется как:

 (3.2)

где n — количество рассматриваемых значений,  
n – 1 — степень свободы для общей дисперсии (Dобщ), 
n – 2 — степень свободы для остаточной дисперсии 
(Dост):

 (3.3)

 — значения давлений в  точках ri, полученные 
при численном решении задачи (3.1), — измерения 
полученное при экспериментальном исследовании 
скважины, n — количество данных. Dобщ — общая дис-
персия P — среднее значение экспериментальных из-
мерений:

Скважина № 1

Скважина № 2

Рис. 5. Эмпирические данные изменения давления P в призабойных зонах скважины № 1 и № 2.
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Таблица 2. Расчетные значений коэффициентов детерминации

Номер скважины Порядок производной Dост Dобщ R2

Скважина № 1 α = 0.653 8.138·10–7 0.000524 0.99545

Скважина № 2 α = 0.762 7.83181·10–7 0.000622 0.99873

Рис. 5. Точечный график соответствует экспериментальны данным, сплошная линия соответствует 
результатам математической модели.
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  (3.4)

Для задачи идентификации параметра производ-
ной дробного порядка α в работе [8] рассматривались 
индикаторные кривые давлений в призабойных зонах 
нескольких скважин полученные путем обработки экс-
периментальных данных. На  рисунке 5 приведены за-
висимости результатов расчета давлений на  расстоя-
нии r от ствола скважин под номером 1 и 2.

Решая уравнение (3.1) и  принимая различные зна-
чения параметра α было построено ряд зависимостей. 
Учитывая во внимания данные, представленные на ри-
сунке 4 был определен коэффициент детерминации для 
каждого решения с разными значениями α.Параметр α 
принимался такой, для которого коэффициент детер-
минации был ближе к  1. По  результатам анализа для 
скважины № 1 α = 0.653, для скважины № 2 α = 0.762.

В  таблице 2 приведены рассчитанные значения 
показателя качества модели — R2, необходимые для 
идентификации параметра α двух рассматриваемых 
скважин. Значимость коэффициента качества модели 

подтверждена с помощью критерия Фишера на уровне 
значимости 0.05 для скважины № 1(Fкр = 1.9472; Fнабл = 
210.3656 при k1=26, k2=25) и  для скважины № 2 (Fкр = 
1.6475; Fнабл = 786.4016 при k1=45, k2=44). Отвергается 
основная гипотеза о  незначимости показателя каче-
ства R2: H0: R2 =0 и  принимается конкурирующая ги-
потеза о значимости R2: H1: R2≠0. Значения расчетных 
параметров, в том числе и производных дробного по-
рядка α приведены в таблице 3.

Из таблицы 2 наблюдаем, что значения R2 для сква-
жины № 1 и № 2 близки к единице, а значит построения 
математической модели и  ее идентификация является 
эффективным инструментом для решения рассматри-
ваемой задачи.

Выводы

Приведенные в  данной статье три метода иденти-
фикации параметра дробной производной успешно 
были использованы для решения практических задач 
в различных областях науки. Данные методы показали 
свою эффективность и хорошо согласуются с экспери-
ментальными данными.
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