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Аннотация: Статья рассматривает фрагменты содержания обучения некото-
рым разделам математики в вузах с целью их последующего изменения для 
улучшения их понимания студентами. Под неоднозначными понимаются 
фрагменты, которые могут быть улучшены в указанном выше смысле. Во-
первых, авторами представлен простой пример (определение геометриче-
ского вектора, взятое из учебников) учебного математического материала, 
который не может быть понятным студенту в логико-понятийном смысле, 
а может быть понятным только в ассоциативно-интуитивно-зрительном 
смысле. Далее обсуждаются причины этого типичного явления. Во-вторых, в 
статье представлены выявленные авторами неоднозначные фрагменты со-
держания обучения векторной алгебре и предлагаемые их изменения. Кроме 
указанного выше определения это также определения равенства геометри-
ческих векторов и угла между векторами. В-третьих, представлен аналогич-
ный неоднозначный фрагмент из комплексных чисел. Это алгоритм перевода 
числа из алгебраической формы в тригонометрическую. В-четвертых –  
фрагмент из аналитической геометрии. Это пересчет координат точки из од-
ной системы координат (Декартовой) в другую (аффинную).

Ключевые слова: содержание обучения, вузы, математика, вектор, ком-
плексное число, геометрия, студенты, причины непонимания.
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sense. Firstly, the authors present a simple example (the definition of 
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Введение в проблематику исследования

Актуальность статьи объясняется малоудовлетво-
рительными результатами (особенно в последние 
десятилетия) обучения вузовской математике во-

обще и в частности – векторной алгебре, комплексным 
числам и аналитической геометрии.

Цель исследования: Выявить некоторые причины 
явления, упомянутого в актуальности и предложить 
некоторые пути решения соответствующих проблем. 
Естественно, предполагается частичное, а не полное их 
решение.

Ставятся задачи: 1) представить простой пример и 

обсуждение некоторых источников непонимания при 
изучении вузовской математики; 2) представить выяв-
ленные неоднозначные фрагменты содержания обуче-
ния векторной алгебре и предлагаемые их изменения; 3) 
представить выявленный неоднозначный фрагмент со-
держания обучения комплексным числам и предлагае-
мые его изменения; 4) представить выявленный неодно-
значный фрагмент содержания обучения аналитической 
геометрии и предлагаемые его изменения.

1. Простой пример и обсуждение некоторых 
источников непонимания при изучении вузовской 

математики

В вузах обычно на 1 курсе для различных професси-
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ональных направлений изучается: «Векторная алгебра» 
(ВА) - это изредка отдельный учебный курс, но чаще – это 
одна из начальных тем курсов «Аналитическая геоме-
трия» (АГ) и «Аналитическая геометрия и линейная алге-
бра» (АГЛА). Почти во всех соответствующих учебниках 
[1][2][3], например, имеется такое по смыслу определе-
ние: Геометрический вектор – это направленный отрезок 
прямой. А что такое прямая в смысле геометрии Декарта 
(ГД – синоним АГ) – это выясняется в этих учебниках зна-
чительно позже. При таком изложении понять это опре-
деление в строгом логико-понятийном (математическом) 
смысле невозможно. Таких примеров в рассматриваемых 
учебниках много. Сложилось понятие: «учить математи-
ку», но математика – это не стихи. Математику следует 
понимать! Но если понять-то невозможно, то приходится 
учить. Данный пример описывает типичное явление. Да-
лее мы попробуем разобраться в его сути.

Студент 1 курса обычно помнит, что в средней школе 
он изучал геометрию Евклида (ГЭ). Там были «прямая», 
«точка», «пересечение» и другие основные неопределя-
емые понятия. Также там были аксиомы и постулаты, со-
временные историки математики не дают однозначного 
ответа – в чем разница между ними. Пример аксиомы: 
2 прямые могут пересекаться только в 1 точке. АГ – это 
совсем другая математическая теория. АГ может частич-
но иллюстрироваться теми же картинками, что и ГЭ, но 
изоморфизма ГЭ и АГ нет. Изоморфизм математических 
структур означает, что эти математические структуры – 
то же самое, по сути, они отличаются лишь обозначени-
ями. В АГ, например, есть понятие гиперболы, а в ГЭ его 
нет. Также в ГЭ прямая – это не есть множество точек, это 
основное неопределяемое понятие, как и точка. «Нача-
ла» Евклида [4][5] в аксиомах и постулатах нигде не со-
держат информации, что прямая – это множество точек. 
Так что в рассматриваемом определении отрезок-то из 
чего состоит? Не понятно! Да еще и отрезок этот направ-
ленный! А что это значит?

Рис. 1. Геометрический вектор AB

Вся надежда на картинку (рис. 1), что преподаватель 
обычно при этом рисует на доске. Но картинка не может 
быть точным математическим определением нового по-
нятия, вводимым в ходе изучения новой математической 
теории – АГ! Здесь у студента может быть только ассоци-
ативно-интуитивно-зрительный уровень понимания.

Один из авторов настоящей статьи выявлял некото-
рые закономерности в ошибках студентов [6] при из-
учении ими математики и информатики и пришел к те-
ории, которую он назвал псевдо-логикой. Эта авторская 
теория изучает реальные рассуждения, научно никак не 
обоснованные (псевдо-логические), но широко распро-
страненные в среде студентов, а затем – и в среде про-

фессионалов. Также изучаются источники такой псев-
до-логики. Главный ее источник состоит в том, что при 
реальном положении дел студенту без псевдо-логики в 
вузе не выжить. Псевдо-логические рассуждения могут 
приводить как к истинным выводам (чаще всего!), так и к 
ошибочным. Они похожи на правдоподобные рассужде-
ния [7] в смысле Д. Пойа.

Как же многоопытные авторы учебников и их рецен-
зенты допускают рассматриваемое сейчас явление? Ви-
димо, потому что они сами-то знают, что такое прямая в 
смысле АГ (если говорить об определении геометриче-
ского вектора), а глазами студента (впервые встречающе-
гося с понятием геометрического вектора) не способны 
посмотреть на данное явление. Новых понятий для сту-
дента надо ввести очень много и (к сожалению!) очень 
быстро, вот они реально и не замечают, что для некото-
рого понятия делают логически недопустимую ссылку 
вперед. Кроме того, имеет место массовое копирование 
содержания одних учебников авторами других учебни-
ков. Возможно, это даже и не посимвольное копирова-
ние, а именно копирование содержания. Да и как иначе 
сформулировать, например, основную теорему алгебры? 
И зачем это делать? Речь идет об объективных особенно-
стях разработки именно общенаучных учебников.

Однако, эти учебники десятилетиями читают не толь-
ко миллионы студентов, но и тысячи преподавателей. Не-
ужели никто ничего не замечает? Во-первых, виноваты 
сложившиеся социальные установки. Студент чаще всего 
«уверен», что это он чего-то не понимает, а не в учебни-
ке ошибка. Преподаватель чаще всего «уверен» в низком 
интеллектуальном уровне студента, чтобы «вникать» в 
смысл того, что студент говорит. За десятки лет препо-
давания одному из авторов статьи всего 1 раз попался 
студент, который почти на каждой лекции по АГЛА выска-
зывал свои нетривиальные (и реальные!) критические 
замечания. Такие студенты превращают лекцию в инте-
ресную научную дискуссию и поднимают научный уро-
вень самого лектора. Но читать такую лекцию способны 
не все. В последние десятилетия прослеживаются устой-
чивые тенденции к увеличению удельного количества 
студентов на 1 преподавателя, к увеличению удельного 
количества учебных часов на 1 ставку преподавателя. А 
опытные преподаватели часто работают на 1,5 ставки и 
более. В результате среднестатистическому преподава-
телю некогда «вникать» во что-либо нетривиальное, он 
ведет занятия «по накатанной дороге». Учебники пер-
манентно переиздаются. Много можно указать научных 
статей [6][8][9], где вскрыты логико-понятийные ошибки 
в учебниках. Но эти ошибки в учебниках обычно не ис-
правляются. Во-вторых, здесь играют роль индивидуаль-
ные психологические факторы, многие из которых до 
конца научно не исследованы. Укажем ниже три из них:

A) 	Многолетнее тестирование сотен студентов по-
казало [10], что в последние 3-4 десятилетия если 
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брать значения по годам, то среди студентов силь-
но возрастает доля правополушарных, слабее 
возрастает доля гармоничных, снижается доля 
левополушарных. В настоящее время даже среди 
студентов физико-математических, естественно-
научных, технических профессиональных направ-
лений доля правополушарных превосходит 2/3, 
а в 1960 годы эта доля была менее 1/3. При этом 
адекватных изменений в методике преподавания 
математики (увы!) не произошло.

B) 	Преподаватели происходят из вчерашних сту-
дентов. Псевдо-логика, обычно приобретается в 
студенческие годы и передается далее в профес-
сиональную деятельность, образуя «профессио-
нальные мифы». Например, мифы о том, что ком-
пиляторы С++ более эффективны по сравнению 
с компиляторами Basic. Если посмотреть соответ-
ствующие тесты, то выяснится, что чаще всего – на-
оборот. А профессиональные математические ста-
тистики часто не понимают взаимоотношения трех 
понятий – уровень значимости, ошибки 1 и 2 рода. 
Они «умеют» практически применять различные 
критерии проверки гипотез, а из каких теорем эти 
критерии проистекают – им это не интересно.

С) 	Значимо при обучении влияние внутреннего мира 
одного человека (обычно преподавателя в данном 
случае) прямо или опосредовано (через идеи, ло-
зунги, рекламу, книги, стихи, музыку, ...) на внутрен-
ний мир другого человека (обычно на студента в 
данном случае). Отсюда как частные случаи могут 
проистекать явления нейро-лингвистического про-
граммирования (НЛП), передачи мыслей и эмоций 
и их восприятия соответственно, гипноза и другие.

Хороший (результативный) педагог – обязательно 
практический гипнотизер, хотя бы чуть-чуть. И он прак-
тически применяет НЛП, обычно не зная, что это такое. 
Более уверенный способен убедить менее уверенного 
даже в том, что объективно ложно. То же самое можно 
сказать и об идеях, лозунгах, рекламе, книгах, стихах, 
музыке. Если ложная математическая идея десятилетия-
ми представлена в десятках учебников, рассказывается 
тысячами преподавателей миллионам студентов, то воз-
никновение индивидуальной мысли о ее ложности поч-
ти невозможно – даже в тайне от всех.

Что такое внутренний мир? Это универсальное поле 
для моделирования в самом широком смысле, хране-
ния, передачи, восприятия информации: вербальной 
(выраженной заранее определенными для нас симво-
лами), но в основном - невербальной. Что там ощущает 
человек? Мысли, образы (зрительные, звуковые, обоня-
тельные, ...), эмоции (мотивации) – такие приблизитель-
но эти сущности. Вот их примеры: 2х2=4; это трамвай; я 
хочу посмотреть этот фильм – это вербальные или про-
явленные сущности внутреннего мира. Но большинство 

его сущностей – невербальные или смутные (они прояв-
лены лишь частично или вовсе не проявлены).

Про конкретную подобную сущность Вам не извест-
но Ваша она или нет. И что это означает, что она именно 
Ваша? Если Вы можете проследить ее возникновение 
от ранее замеченных Вами вроде бы Ваших сущностей, 
то можно и ее считать Вашей, хотя это тоже весьма от-
носительно. Если сущность вряд ли Ваша, то можно про-
анализировать, откуда она у Вас появилась – это и есть 
почти сознательное восприятие Вами вроде бы не Ва-
ших сущностей. Если Вы считаете мысль Вашей, то Вы от-
несетесь к ней менее критично. Возможно, потому она и 
была незаметно «подсажена» к Вам извне.

2. Выявленные неоднозначные фрагменты 
содержания обучения векторной алгебре 

и предлагаемые их изменения

Еще одно определение из учебников ВА, АГ, АГЛА, ко-
торое не может быть понятным студенту 1 курса на логи-
ко-понятийном уровне: Геометрические векторы равны, 
если они лежат на одной прямой или на параллельных 
прямых, в этом случае их направления должны быть оди-
наковы, а длины - равны. Что такое параллельные пря-
мые (в смысле АГ) – выясняется значительно позже. Их 
направления одинаковы – что это такое в смысле мате-
матики? Это уже физика вообще-то.

Вся надежда (рис. 2) опять на картинку. В результате 
опять у студента только такой и может быть уровень по-
нимания этого определения – ассоциативно-интуитив-
но-зрительный. Из-за указанных выше 2 неоднозначных 
определений в статье предлагается содержание ВА не-
сколько изменить:

В статье [11] вводится понятие n-мерного арифмети-
ческого вектора a: a Rn, где R – множество действитель-
ных чисел. Его можно просто называть n-мерным векто-
ром. Особо важны случаи n=2 (R2 – аналог плоскости) и 
n=3 (R3 – аналог 3-мерного пространства). 

Рис. 2. Равные геометрические векторы: AB = CD = EF

Можно ввести понятия: 0-вектора  (все его коор-
динаты нулевые); сложения векторов a+b, умножения 
числа  на вектор a (a) как покоординатные операции; 
длины вектора |a| = (a1

2 + ... + an
2)1/2. Далее можно ввести 

понятие разности векторов a-b = a+(-1)b; понятие орта 
вектора a0 = (1/|a|)a. Можно также ввести понятия: кол-
линеарных векторов a || b: 0: a=b; однонаправлен-
ных векторов a  b: >0: a=b; разнонаправленных 
векторов a  b: <0: a=b.
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В статье [11] также вводится понятие геометрического 
вектора АВ (где точки A, B Rn) как упорядоченной пары 
точек (A; B). Вводится понятие координат ABk = bk – ak  
при k = 1, ..., n. Затем – координатного вектора для AB, это 
арифметический вектор ABco с координатами геометри-
ческого вектора АВ.

В итоге вводится понятие равенства геометрических 
векторов AB = CD – это означает равенство их коорди-
натных векторов ABсо = CDсо. Таким образом, конкретное 
положение точек A, B, C, D становится не важным. Гео-
метрические вектора равны тогда и только тогда, когда 
равны соответствующие им координатные вектора. Но 
координатные вектора – арифметические. Потому, начи-
ная отсюда про геометрические вектора можно забыть, 
оперируя лишь соответствующими арифметическими 
векторами вследствие их изоморфизма.

Для геометрических векторов AB и CD можно дать 
определения того, что такое AB+CD (это любой гео-
метрический вектор EF: EFco=ABco+CDco), и того, что та-
кое AB при  R (это любой геометрический вектор  
EF: EFco=ABco).

При предлагаемом выше изложении учебного мате-
риала по ВА классические правила треугольника и па-
раллелограмма (рис. 3) становятся несложными теоре-
мами, которые лучше дать студентам без доказательства.

ab = (a, b) = |a||b| cos Ф, Ф = a^b – угол между a и b     (1)

Рис. 3. Правила треугольника (AB+BC=AC) и параллело-
грамма (DE+DG=DF)

Из средней школы (ГЭ) студенты должны знать опреде-
ление угла: угол – это фигура, образованная 2 лучами, ис-
ходящими из одной точки. У нас остались в рассмотрении 
фактически лишь арифметические вектора или просто 
вектора. У такого вектора нет конкретных ни начальной, 
ни конечной точки. А в некоторых учебниках ВА, АГ, АГЛА 
угол между векторами определяется как часть плоскости, 
заключенная между этими векторами. Там же обычно (1) 
определяет скалярное произведение векторов. Так что 
последнее тоже зависит от понятия угла между векторами. 
Здесь тоже получается неоднозначный фрагмент содер-
жания ВА. В статье его предлагается несколько изменить:

ab = (a, b) = a1b1 + ... + anbn			   (2)

Ф = arccos (ab / (|a||b|)), где a, b , a^b = Ф	 (3)

Пусть для векторов a, b Rn формула (2) определяет 
скалярное произведение, а (3) – угол между ними. Полу-
чается, что этот угол – это некоторое число Ф, а вовсе не 
фигура.

Из неравенства Коши-Буняковского (ab)2  |a|2|b|2 
 |ab|/(|a||b|)  1, отсюда существование смысла (3). Из 
свойств arccos  0  Ф  .

Рис. 4. Углы Ф1 и Ф2 между векторами a и b

Ф = min (Ф1, Ф2), Ф1+Ф2 = 2			   (4)

По поводу (3) допустимы неформальные коммента-
рии по рис. 4: на самом деле между векторами a и b мож-
но видеть 2 угла – Ф1 и Ф2, причем верно (4). Теперь (1) 
имеет место как простейшая теорема.

3. Выявленный неоднозначный фрагмент 
содержания обучения комплексным числам 

и предлагаемые его изменения

Комплексные числа (КЧ) изучаются в вузах обычно на 
1 курсе для различных профессиональных направлений 
как одна из начальных тем курса АГЛА. Хотя формально 
КЧ не относятся ни к линейной алгебре (ЛА), ни к АГ. В ста-
тье [12] более подробно рассматриваются вопросы из-
учения КЧ. Данный раздел ее немного дополняет. Здесь 
речь идет о более удобном для понимания и применения 
алгоритме перевода КЧ из алгебраической формы (z = x 
+ i y) в тригонометрическую (z = |z| (cos  + i sin ), пред-
ставленном на некотором алгоритмическом языке: 
Вычислим модуль комплексного числа |z| = r = (x2 +y2)1/2

Если r = 0, тогда  - любое число из [0; 2)
Иначе {
Вычислим  = arccos (x/r)
Если y  0, тогда вычислим  = 
Иначе вычислим  = 2 -  }

Замечания 
1.	 Из графика arccos при  [0; ] следует, что если  

 = 0  x = r  y = 0   =  = 0. Отсюда  [0; 
2) всегда, значит =Arg z – это главное значение 
аргумента.

2.	 В рамках АГ на плоскости R2 изучаются согласо-
ванные Декартова система координат (x, y) – ДСК 
и полярная система координат (r, ) – ПСК. Выше-
описанный алгоритм можно аналогично приме-
нять для пересчета координат (x, y) в координаты 
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(r, ). При этом  [0; 2) всегда, значит  - это глав-
ное значение полярного угла.

3.	 В большинстве учебников АГЛА как для пересче-
та КЧ, так и для пересчета координат ДСК в коор-
динаты ПСК вычисляют  = arctg (x/y) при y0. В 
этом случае вычисляют  =  только при x0 и 
y>0. Различных случаев вычисления  при этом 
значительно больше, алгоритм получается более 
трудным для применения и понимания.

4. Выявленный неоднозначный фрагмент 
содержания обучения аналитической геометрии 

и предлагаемые его изменения

Почти во всех учебниках АГ, АГЛА рассматривается 
пересчет координат точки из одной ДСК в другую ДСК 
для плоскости R2, причем рассматриваются только слу-
чаи, когда одна ДСК получается из другой: параллель-
ным переносом осей координат; поворотом осей коор-
динат на угол ; симметричным отражением одной из 
осей координат относительно другой.

Предлагается добавить рассмотрение общего под-
хода, из которого указанные выше три случая будут 
следовать как частные. Это формулы для пересчета 
координат точки, заданных в ДСК в другую аффинную 
систему координат (АСК). ДСК – это частный случай 
АСК, от базиса АСК не требуется ни ортогональности, 
ни нормированности.

Имеем пространство Rn. В нем (5) задает старую си-
стему координат (ССК). Она, очевидно, есть ДСК. Форму-
лы (6) задают новую систему координат (НСК), все эти ко-
ординаты указаны в ССК. НСК может не быть ДСК, а быть 
лишь АСК.

Пусть (7) задает координаты произвольной точки 
MRn. Пусть (8) определяет переходную матрицу U. Лег-
ко доказать формулы (9), (10). Если НСК тоже является 
ДСК, то U – ортогональная матрица и U-1 = UT.

Заключение

Разделы 1 - 4 статьи успешно решили задачи 1 - 4 со-
ответственно, следовательно, цель исследования была 
достигнута.
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