
ОБЗОР ПО ДИСКРЕТНЫМ СИСТЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ

Боряев Александр Александрович
К.т.н., доцент, Санкт-Петербургский 

Политехнический университет им. Петра Великого; 
доцент, Санкт-Петербургский Государственный 

архитектурно-строительный университет,       
г. Санкт-Петербург
Sasa1953@yandex.ru

Чжу Юйцин
Аспирант, Санкт-Петербургский Политехнический 

университет им. Петра Великого, г. Санкт-Петербург

Аннотация. В обзоре представлена область применения дискретных систем 

управления. Рассмотрен математический аппарат, применяемый в  теории 

дискретных систем автоматического управления летательных аппаратов. 

Представлены преобразования, в  том числе дискретное преобразование 

Лапласа, его связь с преобразованием Лапласа непрерывных функций, эле-

менты теории разностных уравнений. Дано определение математических 

моделей дискретных автоматических систем. Рассмотрены понятия пере-

даточных функций и частотных характеристик дискретных систем, способы 

их определения. Изложены методы анализа и синтеза дискретных систем. 

Приводится анализ устойчивости и качества дискретных систем.
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Введение

Втехнике управления наряду с  непрерывными 
широко применяются дискретные системы, в  ко-
торых контур управления замыкается только 

на  определенные промежутки времени, осуществляя 
воздействие на  исполнительный орган импульсами (1–
4). В паузах между импульсами цепь управления остает-
ся разомкнутой.

Рассмотрим некоторые примеры дискретных систем 
автоматического управления летательными аппаратами.

Автодальномер — автоматическая система опреде-
ления дальности до  обнаруженного объекта, применя-
емая в радиолокационных станциях импульсного типа.

Принцип радиолокационного измерения дальности 
основан на определении промежутка времени   от мо-
мента посылки зондирующего импульса передатчиком 
до момента прихода отраженного импульса от объекта 
(эхо-импульса)

cL2 ,

где L, — дальность до объекта, с — скорость распро-
странения электромагнитного излучения.

Импульсные системы широко применяются в  ради-
олокационных установках, предназначенных для об-
наружения подвижных объектов и  определения их ко-
ординат. Использование импульсного радиоизлучения 
позволяет увеличить дальность обнаружения и  резко 
сократить габариты и массу радиолокационной аппара-
туры, что особенно важно для бортовых радиолокаци-
онных систем.

Цифровая комплексно-автоматизированная си-
стема управления. Рассмотрим основные задачи, ко-
торые решает бортовая цифровая вычислительная ма-
шина (БЦВМ) в  процессе подготовки пуска и  в  течение 
полета летательного аппарата (ЛА).

На  БЦВМ возлагается обслуживание целого ряда за-
висимых и  независимых каналов управления. При этом 
БЦВМ выполняет функции многоканального регулятора, 
обслуживающего последовательно во  времени отдель-
ные подсистемы, образующие в  совокупности комплекс-
но-автоматизированную систему управления. Кроме того, 
во  время предстартовой подготовки БЦВМ используется 
для проверки самого ЛА и его системы управления. Сфор-
мированные БЦВМ управляющие сигналы преобразуются 
в непрерывные и поступают на рулевые приводы управля-
ющих органов самого ЛА, в результате чего обеспечивается 
движение по заданной траектории с требуемой точностью.

OVERVIEW OF DISCRETE MANAGEMENT 
SYSTEMS

A. Boryaev 
Zhu Yuqing

Summary. The review presents the scope of discrete control systems. 

The mathematical apparatus used in the theory of discrete automatic 

control systems for aircraft is considered. Transformations are 

presented, including the discrete Laplace transform, its connection 

with the Laplace transform of continuous functions, elements of 

the theory of diff erence equations. The defi nition of mathematical 

models of discrete automatic systems is given. The concepts of transfer 

functions and frequency characteristics of discrete systems, methods 

for their determination are considered. The methods of analysis and 

synthesis of discrete systems are described. The analysis of stability 

and quality of discrete systems is given.

Keywords: discrete control systems; mathematical model; analysis 

methods.

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

72 Серия: Естественные и технические науки №10 октябрь 2019 г.



Назначение, принципы построения 
и основные особенности 
дискретных систем управления.

Современная тенденция развития систем управле-
ния основана на  использовании в  качестве устройств 
управления специализированных или универсальных 
компьютеров (5). Компьютерные системы управления 
имеют ряд важных преимуществ:

  минимальное потребление энергии;
  малые габариты и масса устройств управления;
  возможность реализации любых сложных зако-

нов управления, в  том числе многоканальных, 
оптимальных и адаптивных;

  универсальная программная реализация произ-
вольных законов управления.

В  системе управления летательного аппарата при-
сутствуют устройства состояние и  поведение которых 
характеризуется сигналами с  принципиально разным 
характером изменения: объект управления, измеритель-
ные и исполнительные устройства — непрерывного дей-
ствия; устройство управления — дискретного действия.

Для учета особенностей процессов в таких системах 
при решении задач их анализа и  синтеза используют 
специальный математический аппарат (6).

Рассмотрим основные виды систем автоматического 
управления (САУ) с устройствами дискретного действия.

Дискретные САУ — это системы, в которых содержит-
ся одно или несколько звеньев, производящих кванто-
вание непрерывного сигнала в дискретный.

В  зависимости от  вида квантования различают ре-
лейные, импульсные и  цифровые системы. В  релейных 
системах осуществляется квантование по уровню, в им-
пульсных — по  времени, в  цифровых — по  времени 
и уровню. Импульсными называются системы, включаю-
щие в себя хотя бы один импульсный элемент.

Релейными называются системы, включающие в себя 
хотя бы один релейный элемент. Здесь сигнал, поступаю-
щий на непрерывную часть системы с релейного элемента 
может принимать только фиксированные значения (уров-
ни), определяемые характеристикой релейного элемента. 
В этом случае преобразование сигнала, выполняемое ре-
лейным элементом, является квантованием по уровню.

В  системах компьютерного управления (цифро-
вых автоматических системах) устройство управления 
строится на  основе микропроцессоров, характерными 
особенностями которых являются работа в дискретном 
времени и  представление сигналов в  цифровой (дис-

кретной) форме — в виде двоичных кодов. Следователь-
но, в цифровых системах управления присутствуют оба 
вида квантования сигнала: по времени и по уровню,

Следовательно, компьютерная или цифровая систе-
ма управления должна рассматриваться как нелинейная 
дискретная система, что приводит к  усложнению мате-
матического аппарата, применяемого для ее анализа 
или синтеза (7). Для таких систем применяется термин 
«дискретные системы».

Виды модуляции сигнала. Выполняемое импуль-
сным элементом преобразование сигнала из  непре-
рывной в импульсную форму (квантование по времени) 
называют также модуляцией сигнала. Перечислим ос-
новные виды модуляции.

Амплитудно-импульсная модуляция (АИМ) — фор-
мирование последовательности импульсов постоянной 
частоты и длительности, амплитуда которых пропорци-
ональна величине входного сигнала.

Частотно-импульсная модуляция (фазоимпуль-
сная модуляция — ФИМ) — формирование последова-
тельности импульсов постоянной амплитуды и длитель-
ности, частота следования (или интервал дискретизации) 
которых пропорциональна величине входного сигнала.

Выбор такта квантования по времени. В резуль-
тате квантования непрерывного сигнала по времени не-
избежна потеря информации о входном сигнале импуль-
сного элемента, так как значения сигнала внутри такта 
не влияют на его выходной сигнал.

Выбор величины такта 0T  или частоты квантования 

0

2
T
 

обычно осуществляется на  основе теоремы Котель-
никова — Шеннона, определяющей условие теорети-
ческой возможности восстановления исходного непре-
рывного сигнала по дискретной последовательности его 
значений. В соответствии с указанной теоремой при из-
вестной максимальной частоте, ограничивающей спектр 
непрерывного сигнала max , точное его восстановле-
ние возможно при условии max2  . Отсюда получа-
ем условие для выбора величины такта: max0 T .

Основные сведения 
о математическом аппарате, 
применяемом для импульсных 
и дискретных систем

Математическая модель импульсного элемента 
обычно рассматривается в  форме последовательного 
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соединения ключа, замыкающегося и  размыкающегося 
с периодом 0T , и непрерывной части (8). Принимается, 
что ключ замыкается на  время, значительно меньшее 
по  сравнению с  0T . Поэтому сигнал на  выходе ключа 
может рассматриваться как решетчатая функция, значе-
ния которой совпадают со значениями входного сигнала 
 tx  в моменты времени , где 

,2,1,0n . 

Непрерывная часть импульсного элемента (экстра-
полятор) обеспечивает формирование импульсов опре-
деленной формы и длительности 

  tx .

Импульсы можно классифицировать по форме: пря-
моугольные, треугольные, синусоидальные и т. д.

Несмещенная решетчатая функция , в сокра-
щенной записи  nf , — это функция, значения которой 
определены в  дискретные моменты времени , 
где n — номер такта, 0T  = const — период дискретности.

Роль первой производной непрерывной функции 
для решетчатой функции может выполнять первая

     nfnfnf  1

или первая обратная разность

     1 nfnfnf .

Роль второй производной для решетчатой функции 
выполняют вторая прямая разность:

     nfnfnf  12

     nfnfnf  122

или вторая обратная разность:

     12  nfnfnf

     212  nfnfnf .

Высшие прямая и  обратная разности определяются 
с помощью рекуррентных соотношений;

       ,1 11   nfnfnfnf kkkk

   .111   nfnf kk   (1)

При вычислении обратных разностей значения 
 mf  для 0m  следует брать равными нулю.

Роль определенного интеграла для решетчатой функ-
ции могут выполнять неполная сумма:

     







n

l

n

m
nfmfn

1

1

0
1

или полная сумма:

         .1
0

0 



n

m
mfnnfnn 

Для смещенных решетчатых функций все перечис-
ленные соотношения аналогичны.

В  качестве аналогов дифференциальных уравнений 
для решетчатых функций используются разностные 
уравнения (уравнения в  конечных разностях) (9). Для 
прямых разностей может быть составлено неоднород-
ное линейное разностное уравнение

       .1
10 nfnybnybnyb m

mm      (2)

где  ny  — искомая,  nf  — заданная решетчатые 
функции. На основе (1) уравнение (2) может быть преоб-
разовано к виду

       .110 nfnyamnyamnya m     (3)

Уравнения для обратных разностей:

       
       .1

.

10

1
10

nfmnyanyanya
nfnybnybnyb

m

m
mm


 





  (4)

Наиболее удобны уравнения вида (З) и (4), так как они 
легко преобразуются в рекуррентные формулы для по-
шагового вычисления решетчатой функции  ny , удоб-
ные для реализации на компьютере:

       

       .11

,11

00

1

0

00

1

0

mny
a
any

a
anf

a
ny

ny
a
amny

a
anf

a
mny

m

m









При   0nf  получим однородные разностные 
уравнения. Их решение аналогично решению однород-
ных дифференциальных уравнений. Составляется харак-
теристическое уравнение:

01
10  

m
mm azaza    (5)

и определяются его корни .,2,1, mizi 

Общее решение однородного разностного уравне-
ния при вещественных некратных корнях характеристи-
ческого уравнения:

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

74 Серия: Естественные и технические науки №10 октябрь 2019 г.



  ,2211
n
mm

nn zCzCzCny     (6)

где iC  — произвольные постоянные, определяемые 
через начальные условия.

Дискретная система устойчива, если все корни ее ха-
рактеристического уравнения лежат внутри круга еди-
ничного радиуса.

Если хотя бы один корень лежит вне круга единично-
го радиуса, то система неустойчива.

Окружность единичного радиуса представляет со-
бой границу устойчивости.

Второй вариант математического описания импуль-
сного звена предполагает, что на выходе ключа форми-
руется последовательность б-функций, площадь каждой 
из  которых совпадает со  значением входного сигнала 
звена  tx  в моменты времени :

Дискретное преобразование Лапласа решетчатой 

функции  nf  определяется формулой

       .
0

0




 
n

snTenfnfDsF   (7)

Как видно из (7), изображение  sF   является функ-
цией величины .

На  основе подстановки ; может быть полу-
чено более удобное для решения практических задач 
z-преобразование:

       .
0






n

nznfnfZzF

Таким образом, изображения  sF   и   zF  взаим-
но однозначно связаны. Переход от одного из них к дру-
гому или обратно осуществляется путем указанной под-
становки.

Свойства дискретного преобразования Лапласа 
и z-преобразования одинаковы. Рассмотрим их на осно-
ве z-преобразования.

Свойство линейности:

    .
11










 N

k
kk

N

k
kk nfZcnfcZ

Теорема смещения

Изображение первой прямой разности:

Изображения прямых разностей второго й более 
высоких порядков имеют сложный вид и неудобны для 
практического использования.

Для обратных разностей благодаря   0mf  для 
0m  изображения имеют простой вид:

    ,1 zF
z

znfZ 
   (8)

    .1 zF
z

znfZ
k

k 





 

   (9)

Отметим, что соотношения (8), (9) аналогичны теоре-
мам дифференцирования для непрерывного преобра-
зования Лапласа в случае нулевых начальных условий.

На основе теоремы запаздывания можно построить 
процедуру перехода от  разностных уравнений к  алге-
браическим уравнениям для z-изображений решетчатых 
функций и  далее к  передаточным функциям, аналогич-
ную известной для дифференциальных уравнений (11).

Рассмотрим линейное разностное уравнение, полу-
ченное на  основе обратных разностей, в  наиболее об-
щем виде:

     110 mnyanyanya m  

     .110 lnfbnfbnfb l  

Принимая   0kf  и    0ky  для 0k , получаем

     mnyanyanya m  110

     lnfbnfbnfb l  110

Теперь изображение искомой решетчатой функции
 zY  можно выразить через изображение заданной для 

правой части уравнения решетчатой функции  zF :

     
   zY
zD
zBzF

zazaa
zbzbbzY m

m

l
l 




 



1
10

1
10

   zFzW

Таким образом, введена дискретная передаточная 
функция  zW  как отношение изображений выходной 
и входной переменных 

   
 zF
zYzW   
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при нулевых начальных условиях.

Решение разностных уравнений. Перечислим спо-
собы решения разностных уравнений.

1. Классический метод:

       nfmnyanyanya m  110

дает решение в форме

где  — переходная составляющая (свободное 
движение) находитя как общее решение уравнения в со-
ответствии с (5)—(8),  nyB  — вынужденная составляю-
щая — как частное решение уравнения.

2. Использование рекуррентных формул:

       1
00

1

0

0 lnf
a
bnf

a
bnf

a
bny l  

   .1
00

1 mny
a
any

a
a m  

Переход от  изображения известной (заданной) 
функции  zF  к изображению искомой функции  zY  
и использование таблиц z-изображений для получения 
оригинала  ny . Если изображение  zY  получается 
сложным и не содержится в таблицах, его раскладывают 
в  сумму табличных изображений и  получают результат 
в виде суммы оригиналов в соответствии со свойством 
линейности z-преобразования.

Формы математических описаний 
дискретных систем управления

Для дискретных систем автоматического управле-
ния применяются все формы математического описа-
ния, аналогичные известным для непрерывных систем: 
структурно-динамическая схема, передаточные функ-
ции, разностные уравнения, система разностных урав-
нений, векторно-матричная форма.

Проведем их обзор, обращая внимание на основные 
особенности составления моделей дискретных систем, 
связанные прежде всего с наличием процесса квантова-
ния по времени (12).

На практике встречаются системы как полностью со-
стоящие из дискретных звеньев, так и содержащие дис-
кретную и непрерывную части.

В первом случае при получении всех видов переда-
точных функций системы как для задающих, так и  для 

возмущающих воздействий сохраняется набор соот-
ношений для вариантов типового соединения звеньев, 
преобразования структурных схем и получения переда-
точных функций замкнутых систем, известных из теории 
непрерывных систем.

При наличии в системе непрерывной части, прежде 
всего непрерывного объекта управления, необходимо 
корректно выполнить дискретизацию модели — пере-
ход от  дифференциальных к  разностным уравнениям 
и от обычных к дискретным передаточным функциям.

Наиболее простым методом дискретизации модели, 
заданной в форме дифференциальных уравнений, явля-
ется метод Эйлера. Он основан на приближенном пред-
ставлении производной непрерывной функции в форме 
прямой:

или обратной разности:

Для второй производной указанные соотношения 
применяются к первой производной и т. д.

Значительная часть задач анализа и синтеза импуль-
сных систем решается с  помощью дискретных переда-
точных функций, так как при их получении полностью 
учитываются характеристики импульсной части систе-
мы, включая шаг дискретизации по времени.

Объединение непрерывных последовательно соеди-
ненных звеньев и получение общей передаточной функции 
должно быть выполнено в рамках преобразования Лапла-
са, и только потом может быть найдена дискретная переда-
точная функция всего непрерывного участка системы.

Особенности дискретных передаточных функций 
проявляются и  при описании замкнутых систем. При 
наличии единичной отрицательной обратной связи пе-
редаточные функции замкнутой системы определяются 
аналогично непрерывным системам.

Основная передаточная функция замкнутой системы

Передаточная функция замкнутой системы по ошибке

В случае гибкой обратной связи без дополнительно-
го импульсного элемента в  обратной связи указанные 
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передаточные функции определяются следующим обра-
зом:

где 

Передаточная функция замкнутой системы по возму-
щению в общем случае может быть получена только при 
наличии ключа сразу после точки приложения возмуща-
ющего воздействия, что на практике встречается редко.

При определении передаточной функции непрерыв-
ной части ее рассматривают совместно с экстраполято-
ром. При этом экстраполятор стараются строить таким 
образом, чтобы ослабить влияние эффекта дискретиза-
ции по времени на работу системы (12).

Передаточная функция экстраполятора может быть 
найдена как изображение по  Лапласу его весовой 
функции, которая имеет вид прямоугольного импульса 
   011 Ttt  . Его изображение с учетом теоремы сме-

щения для второго слагаемого:

В экстраполяторе первого порядка сигнал на выходе 
в течение всего такта изменяется по линейному закону:

В результате в конце такта на выходе экстраполятора 
будет сигнал 

       111  nxnxnxnx , 

т. е. здесь также есть погрешность восстановления 
непрерывного сигнала, хотя и меньшая, чем в экстрапо-
ляторе нулевого порядка.

Дискретная передаточная функция непрерывной ча-
сти системы в этом случае должна определяться следу-
ющим образом:

Анализ устойчивости 
и качества дискретных систем

Если представить дискретную передаточную функ-
цию замкнутой импульсной системы в форме

  (10)

то можно перейти к разностному уравнению, связы-
вающему входной и выходной сигналы системы.

Асимптотическая устойчивость системы определяет-
ся корнями характеристического полинома. Для устой-
чивости дискретной системы необходимо и достаточно, 
чтобы все корни mizi ,,2,1,  характеристическо-
го полинома удовлетворяли условию: 1iz . Область 
устойчивости на  комплексной плоскости будет иметь 
вид круга единичного радиуса.

Возможность использования математического аппа-
рата для импульсных систем обеспечивается на основе 
дополнительного преобразования дискретной переда-
точной функции. Преобразование выполняется на осно-
ве подстановки:

,
1
1

w
wz




   (11)

где w — новая комплексная переменная.

Может быть так же получена новая дискретная пере-
даточная функция замкнутой системы:

 (12)

с характеристическим полиномом

  .1
10 m

mm cwcwcwD      (13)

Определим требование к корням полинома (13) для 
обеспечения устойчивости системы. Оно может быть по-
лучено на основе неравенства

1
1
1






w
wz

или

.11 ww 

С учетом записи  jw   получим

    2222 11   . 

Очевидно, что неравенство может быть выполнено 
только при 0 .

Таким образом, область устойчивости для корней 
характеристического полинома  wD  импульсной си-
стемы совпадает с  областью устойчивости для корней 
характеристического полинома  sD  непрерывной си-
стемы.
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Необходимое условие устойчивости: все коэффици-
енты характеристического полинома должны быть од-
ного знака. Для систем с  характеристическим полино-
мом первого или второго порядка это условие является 
необходимым и достаточным.

Для систем с  характеристическим полиномом более 
высокого порядка при выполнении необходимого условия 
для обеспечения устойчивости требуется выполнение ка-
кого-либо достаточного условия (критерия устойчивости).

Критерий Гурвица и  другие алгебраические крите-
рии могут быть использованы для полинома  wD  не-
посредственно.

Частотный критерий устойчивости Найквиста и  свя-
занные с ним методы анализа качества и синтеза систем 
применяются для импульсных систем с использованием 
псевдо частотных характеристик, получаемых из  пере-
даточной функции разомкнутой системы  zW : 

Для оценки качества дискретных систем использует-
ся тот же набор показателей качества, что и для непре-
рывных.

1. Применение алгебраического 
критерия устойчивости Гурвица 
для определения устойчивости 
дискретной САУ

Аналог алгебраического критерия устойчивости 
Гурвица, разработанный для дискретных систем, позво-
ляет анализировать устойчивость замкнутой системы 
по  ее характеристическому полиному  wD . Удобство 
применения критерия обусловлено тем, что вся проце-
дура анализа сводится к  работе с  алгебраическими не-
равенствами, составляемыми из  коэффициентов  wD  
по простым правилам (13).

Пусть известен характеристический полином зам-
кнутой системы:

  .1
10 n

nn awawawD   

Критерий предусматривает работу с  матрицей, со-
ставленной из коэффициентов полинома  wD  по сле-
дующим правилам:

  матрица квадратная размерностью nn ;
  главная диагональ заполняется коэффициентами, 

начиная с 1a , в порядке возрастания;
  в строки с нечетными номерами заносятся коэф-

фициенты с нечетными номерами в порядке воз-
растания;

  в строки с четными номерами заносятся коэффи-
циенты с четными номерами, начиная с 0a , в по-
рядке возрастания;

  коэффициенты в  строках располагают вблизи 
главной диагонали, остальные элементы матри-
цы принимают равными нулю:

nn aa

aa
aaa
aaa

     0   0
        

0          0
0        
0         

2

31

420

531











  (14)

При положительном коэффициенте 0a  для устойчи-
вости системы достаточно, чтобы все определители Гур-
вица были положительны: 0,,0,0 21  n

Определители Гурвица — это угловые определители 
матрицы (14), получаемые по известным правилам:

,
    0
  
  

,
 
 

,

31

420

531

3
20

31
1111

aa
aaa
aaa

aa
aa

aa 

Соответственно определитель 01  n  получают, 
отбрасывая n-й столбец и n-ю строку матрицы; опреде-
литель n  соответствует всей матрице.

Отметим следующие свойства определителей Гурви-
ца:

1. Если выполнено необходимое условие устойчи-
вости, то всегда 01  .

2. При раскрытии n  по последнему столбцу полу-
чим 1 nnn a , так как все элементы данного 

столбца, кроме na , равны нулю. Если выполнено 
необходимое условие устойчивости, то 0na . 
Следовательно, знак n , совпадает со  знаком

1n , и отдельно проверять его также не требу-
ется. В результате применение критерия Гурвица 
сводится к проверке n-2 неравенств, получаемых 
на основе определителей с 2  по 1n .

На  основе критерия Гурвица могут быть обнару-
жены границы устойчивости. Признаком нахождения 
системы на  Границе устойчивости является равенство 
нулю последнего определителя ( .0n С учетом со-
отношения 1 nnn a  это может быть вызвано ра-
венством нулю любого из  сомножителей. Доказано, 
что при 0na  имеет место апериодическая граница 
устойчивости, при 01  n  — колебательная граница 
устойчивости.
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2. Применение частотного 
критерия устойчивости Михайлова 
для определения устойчивости 
дискретной САУ

Наиболее широкие возможности анализа устойчиво-
сти дискретных САУ предоставляют аналоги частотных 
критериев устойчивости Михайлова и Найквиста.

Аналог критерия устойчивости Михайлова предусма-
тривает работу с  характеристическим полиномом зам-
кнутой системы   n

nn awawawD   1
10

В  результате некоторых преобразований получим 
так называемый характеристический комплекс:

где    ,4
4

2
2    nnn aaaX

  ,3
31    nn aaY

       ,arg,  jDjDD D   — соответственно ве-
щественная и мнимая части, модуль и аргумент характе-
ристического комплекса.

Для устойчивой системы при изменении частоты 
от 0 до полное приращение аргумента характеристи-
ческого комплекса составит 2 nD  , где n — по-
рядок характеристического полинома системы, В  этом 
И состоит необходимое и достаточное условие устойчи-
вости замкнутой системы, называемое критерием устой-
чивости Михайлова (14).

Если обратиться к  комплексной плоскости, можно 
сформулировать рассматриваемый критерий следую-
щим образом: для устойчивости системы необходимо 
и  достаточно, чтобы полный угол поворота изобража-
ющего вектора  jD  на комплексной плоскости при 
изменении частоты от 0 до   составил 2n , где n— 
порядок характеристического полинома системы.

Выполнение этого условия можно проверять путем 
построения кривой Михайлова

Для системы, находящейся на  апериодической 
границе устойчивости ( 0na ), кривая Михайлова 
выходит из  начала координат (рис.  1, а), для систе-
мы, находящейся на  колебательной границе устой-
чивости, пройдет через начало координат (рис.  1, б):

, т. е. одновременно
  00 X  и   00 Y .

Примеры кривых Михайлова для неустойчивых си-
стем приведены на рис. 2.

3. Применение частотного 
критерия устойчивости Найквиста 
для определения устойчивости 
дискретной САУ

Критерий Найквиста наиболее широко используется 
на практике по следующим причинам:

1. 1) передаточная функция и  частотные характери-
стики для разомкнутой системы могут быть полу-
чены проще, чем для замкнутой;

2. 2) кроме анализа устойчивости обеспечивается 
определение ряда показателей качества систе-
мы;

3. 3) для анализа устойчивости и  качества системы 
не  требуется математическая модель, так как 
критерий допускает работу с экспериментально 
полученными частотными характеристиками;

4. 4) критерий Найквиста положен в основу достаточ-
но простых и удобных процедур синтеза систем;

5. 5) «классический» вариант критерия разработан 
для случая единичной отрицательной обратной 
связи, но  легко распространяется и  на  общий 
случай.

Критерий Найквиста проще всего может быть полу-
чен как следствие критерия Михайлова.

Отметим следующие обстоятельства:

Рис. 1 Рис. 2
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1.  Для системы с единичной отрицательной обратной 
связью имеет место соотношение

   
 

   
   

 
  .Ô

1









jQ
jD

jDjR
jQjR

j
jWjW 

Следовательно, при любом изменении частоты 
полное приращение аргумента W 1  комплекс-
ной функции  jW1  равно разности полных 
приращений аргумента D  характеристическо-
го комплекса замкнутой системы  jD  и Q  
характеристического комплекса разомкнутой си-
стемы Q: QDW   1 .

2.  Для устойчивой замкнутой системы при изменении 
частоты от   до   полное приращение аргу-
мента  jD  составит  nD  .

3.  Полное приращение аргумента Q при изменении 
частоты от   до   составит , 
где l — количество корней знаменателя переда-
точной функции разомкнутой системы, лежащих 
в правой полуплоскости.

В  результате получим необходимое и  достаточное 
условие устойчивости замкнутой системы в следующей 
форме: полное приращение аргумента  при 
изменении частоты от   до  должно составлять 

 где l — 
количество корней знаменателя передаточной функции 
разомкнутой системы, лежащих в  правой полуплоско-
сти.

Таким образом, получаем основную формулировку 
критерия устойчивости Найквиста: для устойчивости 
замкнутой дискретной системы необходимо и  доста-
точно, чтобы при изменении частоты   до  , угол 
поворота изображающего вектора ЧПФ разомкнутой 
системы  относительно точки с  координатами 

 составил , где l — количество корней зна-
менателя передаточной функции разомкнутой системы, 
лежащих в правой полуплоскости.

Заключение

В обзоре представлена область применения дискрет-
ных систем управления. Дано определение математиче-
ских моделей дискретных автоматических систем. Рас-
смотрены понятия передаточных функций и  частотных 
характеристик дискретных систем, способы их опреде-
ления. Изложены методы анализа и синтеза дискретных 
систем. Приводится анализ устойчивости и качества дис-
кретных систем
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