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Аннотация. Проблема нелинейности при анализе данных актуальна для 
большинства статистических методов. Анализ данных проводится, в  том 
числе, с  целью сокращения размерности или поиска скрытых зависимо-
стей в  данных. Для поиска скрытых зависимостей применяют факторный 
анализ. Методы факторного анализа, и наиболее мощный из них — метод 
максимального правдоподобия, успешно используется для поиска скрытых 
линейных зависимостей. В случае, когда зависимость переменных нелиней-
ная, метод максимального правдоподобия не всегда дает хорошие резуль-
таты. В статье предложена модификация метода максимального правдопо-
добия. В  предложенной модификации ММП матрицу парных корреляций 
предложено заменить матрицей индексов корреляции, полученных с при-
менением полиномиальной регрессии. Предложен способ преобразования 
получаемой матрицы индексов корреляции в  симметричную матрицу. 
Приведены результаты работы модифицированного ММП как на  модель-
ных, так и на реальных данных. Предложенная модификация ММП может 
служить дополнением к  набору имеющихся у  исследователя методов. Ре-
зультаты работы модифицированного ММП могут давать дополнительную 
информацию о предметной области при анализе данных, в том числе, при 
поиске и исследовании скрытых зависимостей.
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Введение

Внастоящее время анализ данных крайне востребо-
ван, и интерес к нему продолжает нарастать. Это 
может быть обусловлено распространением тех-

нологий, требовательных к  техническому и  программ-
ному обеспечению, таких как машинное обучение, Big 
Data, нейронные сети. При обработке больших массивов 
данных для сокращения размерности и поиска скрытых 
зависимостей популярны так же методы многомерного 
статистического анализа, такие, как факторный анализ 
и метод главных компонент. Эти методы широко приме-
няются для обработки и анализа данных при проведении 
научных исследований в различных областях — не толь-
ко в сфере технических наук, но и, например, в социоло-
гии, психологии, медицине, экономике и других науках. 
В немалой степени этому способствует и распростране-

ние современных языков программирования с  множе-
ством библиотек, которые содержат функции анализа 
и статистической обработки данных.

В результате факторного анализа получают матрицу 
нагрузок на  общие факторы L, диагональную матри-
цу дисперсий специфических факторов E и  факторы 

. Для получения матрицы нагрузок на  общие 
факторы L по  ряду причин, рекомендуют метод макси-
мального правдоподобия (ММП) [1]. Однако примене-
ние этого метода предполагает, во-первых, нормальный 
закон распределения исходных признаков [2], а во-вто-
рых, в связи с тем, что сам факторный анализ позволя-
ет найти скрытые факторы используя ковариационную 
(или корреляционную) матрицу исходных признаков, 
зависимость признаков предполагается линейной (ли-
нейная зависимость признаков является основным 
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предположением в  факторном анализе [3]). Во  многих 
практических приложениях зависимость между призна-
ками может оказаться нелинейной, в этом случае тради-
ционные методы факторного анализа оказываются ма-
лоэффективными.

За  последнее время предложены подходы к  реше-
нию проблемы нелинейной зависимости признаков. 
В  работе [4] предложены две модификации ММП, ис-
пользующие в качестве мер связи признаков ранговые 
коэффициенты корреляции Спирмена и  коэффициенты 
Крамера. В работе [5] предложен алгоритм, который по-
зволяет строить уточняющую модель и исследовать вли-
яние нелинейной составляющей в факторном влиянии.

Следует отметить, что результаты факторного анали-
за являются, как правило, приближенными, и  зависят, 
кроме прочего, от  применяемого способа оценки ма-
трицы нагрузок, общностей, вращения факторов. Кроме 
того, не всегда можно дать однозначную интерпретацию 
получаемым факторам. По этой причине, в практических 
приложениях, для решения задачи выделения факторов, 
в зависимости от условий решаемой задачи и предмет-
ной области, результаты могут зависеть от применяемых 
для анализа методов и техник. В данной работе предло-
жена модификация ММП, основанная на использовании 
матрицы индексов корреляции, что делает возможным 
применение ММП для выявления факторов, порождаю-
щих нелинейные зависимости признаков.

Постановка задачи

Факторный анализ представляет собой совокупность 
методов, объединенных предположением о  том, что 
изменчивость в значениях наблюдаемых признаков об-
условлена наличием небольшого числа (меньшего, чем 
количество признаков) скрытых причин, общих для всех 
признаков. Эти причины называются общими фактора-
ми. Оставшаяся доля изменчивости каждого признака 
объясняется присутствием «частного фактора», который 
влияет только на этот признак, и ни на какой другой [4].

Конечная цель исследования, проводимого с  при-
влечением методов факторного анализа, как правило, 
состоит в  выявлении и  интерпретации скрытых общих 
факторов. При этом исследователь преследует две 
противоречивые цели: необходимо минимизировать 
количество скрытых факторов, и  в  то  же время мини-
мизировать степень зависимости признаков от  своих 
специфических остаточных случайных компонент [6]. 
Как и в любой модельной схеме, эта цель может быть до-
стигнута лишь приближенно.

Таким образом, основной задачей факторного ана-
лиза является экономное описание эксперименталь-

ных данных. Он «объясняет» корреляционную матри-
цу системы случайных величин  наличием 
небольшого числа общих гипотетических переменных 
(факторов), от которых зависят . В общем виде 
модель факторного анализа выглядит следующим об-
разом:

,  (1)

где  — прямоугольная матрица нагру-
зок размера ;  — общие факторы; 

 — частные факторы [7].

Обозначим через C матрицу вторых моментов слу-
чайной величины . Тогда из  выражения 
(1) следует:

,

где V — диагональная матрица размера  с диаго-
нальными элементами равными остаточным дисперси-
ям: , остальные элементы этой матрицы 
равны нулю.

Пусть , — независимые наблюде-
ния над случайной величиной . Для этой системы слу-
чайных величин может быть построена выборочная ко-
вариационная матрица:

(выражение справедливо для случая, когда вектор 
средних значений равен нулю). Для получения оценок 
параметров lij и  vi можно использовать информацию, 
содержащуюся в  A. Согласно методу максимального 
правдоподобия, оценки lij и  vi определяют из  условия, 
чтобы совместная плотность элементов выборочной 
ковариационной матрицы, вычисленная в наблюденной 
точке , т. е. функция правдоподобия, имела 
наибольшее значение.

Если случайный вектор  распределен 
по нормальному закону , то совместное распре-
деление элементов матрицы , называемое 
распределением Уишарта, имеет плотность распределе-
ния вероятностей:

  (2)

где  и   — множитель, зависящий 
только от r и n.

Опуская члены, не  зависящие от C, из  (2) получаем, 
что искомые оценки для lij и  vi доставляют минимум 
функции
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  (3)

Чтобы получить соответствующие уравнения, сле-
дует продифференцировать (3) по  lij и vi, и  приравнять 
частные производные нулю. В результате будут получе-
ны уравнения максимального правдоподобия для на-
хождения оценок lij и vi [7]:

,

,

где  обозначает матрицу, у которой на глав-
ной диагонали стоят диагональные элементы матрицы 
M, а все остальные элементы — нули.

К  преимуществам метода максимального правдо-
подобия можно отнести хорошее приближение корре-
ляционной матрицы, даже если вектор наблюдаемых 
переменных  не  имеет многомерное 
нормальное распределение, при этом метод макси-
мального правдоподобия имеет под собой строгое ма-
тематическое обоснование, и  оценки максимального 
правдоподобия обладают такими свойствами, как состо-
ятельность, асимптотическая несмещённость и асимпто-
тическая эффективность [1].

Не  смотря на  то, что в  практических приложени-
ях факторного анализа зависимости переменных, как 

правило, линейны, может возникнуть задача выявле-
ния фактора, порождающего нелинейную зависимость 
исходных признаков. В  этом случае коэффициент кор-
реляции при измерении силы связи перестает быть 
информативным, и  имеющаяся, даже очевидная связь, 
не  находит отражения в  корреляционной матрице 
и в матрице нагрузок.

Для экспериментальной проверки выдвигаемых ги-
потез на языке Python 3 написана программа, с помощью 
которой можно получать наборы данных как с линейны-
ми, так и  с  нелинейными (описываемыми полиномом, 
порядок которого может быть задан пользователем) за-
висимостями между признаками. Для стандартного фак-
торного анализа получаемых наборов данных исполь-
зована функция FactorAnalysis бесплатной библиотеки 
машинного обучения Scikit-learn.

С  помощью написанной программы получен на-
бор данных из  ста наблюдений, каждое наблюде-
ние имеет шесть признаков. При этом первый и  вто-
рой признаки связаны нелинейной зависимостью, 
которая может быть аппроксимирована выражени-
ем: . Зависимость третье-
го и  четвертого признаков можно аппроксимировать: 

. Пятый и шестой признак связаны линей-
ной зависимостью с  коэффициентом корреляции рав-
ным 0,8. Корреляционные поля соответствующих зави-
симостей показаны на рисунке 1.

Рис. 1. Корреляционные поля сгенерированных наборов данных

Рис. 2
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Нагрузочная матрица и  остаточные дисперсии сге-
нерированного набора данных, полученные с помощью 
функции FactorAnalysis, для случая, когда число факто-
ров равно трем (рис. 2).

Как видно из нагрузочной матрицы, удалось выявить 
лишь два фактора, которые обусловили зависимость 
между переменными  и  . По  значениям эле-
ментов остаточной матрицы видно, что переменные 

 не  могут быть описаны этими двумя факторами. 
Этот вывод подтверждает значение критерия =5 при 
критическом значении =9,5.

Таким образом, результат эксперимента указывает 
на  то, что при наличии очевидной зависимости между 
исходными переменными, в случае, если она имеет не-
линейный характер, методом максимального правдо-
подобия выделить порождающий ее фактор не  удает-
ся. Поэтому поставлена задача модифицировать метод 
максимального правдоподобия для определения фак-
торных нагрузок и  матрицы остаточных дисперсий для 
случая, когда зависимость между переменными нели-
нейная.

Метод решения

Для случая, когда зависимость между переменными 
нелинейная, вместо коэффициента корреляции Пирсона 
предлагается использовать индекс корреляции:

,  (4)

где  — значения функции нелинейной регрессии, 
которую можно получить, применив МНК [8]. При этом 
для индекса корреляции выполняется: . 
Из индексов корреляции строится матрица . Поскольку 

, при формировании для симметричности ма-
трицы  из двух индексов корреляции будем выбирать 
наибольший:

.  (5)

Для того, чтобы вектор наблюдений допускал ин-
терпретацию в рамках модели факторного анализа (1), 
исходная матрица ковариаций (или корреляций) долж-
на удовлетворять определенным требованиям [9, 10]. 
Кроме этого, существуют требования к  соотношению 
размерности исходного пространства r и  числа об-
щих факторов k. Одним из общих требований является 
возможность представления исходной матрицы кова-
риаций в  виде суммы диагональной матрицы с  поло-
жительными элементами и  матрицы ранга k с  положи-
тельными собственными значениями. Следует отметить, 
что вопросы разрешимости задачи факторного анализа 
еще до  конца не  решены, поэтому покажем лишь, что 

свойства получаемой матрицы индексов корреляции 
 совпадают со  свойствами традиционно применяе-

мой в  факторном анализе ковариационной (корреля-
ционной) матрицы. Во-первых, в  силу (5), получаемая 
матрица симметрична. Во  вторых, неотрицательная 
определенность вытекает из  критерия Сильвестра: 

,  в  силу свойства индекса 
корреляции.

После построения матрицы  для сгенерированных 
ранее данных, следует определить общности и выбрать 
начальное приближение в  ММП. Для этого применен 
метод главных факторов. В результате выполнения ите-
раций ММП получены нагрузочная матрица и  матрица 
остаточных дисперсий:

По результатам факторного анализа видно, что мо-
дифицированный ММП выделил первый фактор, по-
рождающий нелинейную зависимость между x1 и  x2. 
Значения факторных нагрузок достаточно велики 
(больше 0,6), нагрузки специфических факторов малы, 
поэтому можно говорить о том, что полученные резуль-
таты отражают реальные зависимости, которые были 
заложены при генерировании тестового набора дан-
ных.

Экспериментальная часть  
и результаты

Для демонстрации результатов работы модифициро-
ванного ММП на реальных данных с сайта www.kaggle.
com выбран набор данных «Red wine quality». В наборе 
данных 1600 наблюдений и 11 признаков: титрируемые 
кислоты, летучие кислоты, лимонная кислота, сахар, 
соль, свободный диоксид серы, общее содержание ди-
оксида серы, плотность (зависит от  содержания алко-
голя и сахара), кислотность, винно-сульфатная добавка, 
этанол.

Выберем число факторов, равное четырем. Фактор-
ные нагрузки, полученные методом максимального 
правдоподобия, приведены в таблице 1.
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Анализируя факторные нагрузки, можно сделать вы-
вод о том, что свободный диоксид серы и общее содер-
жание диоксида серы коррелируют друг с другом. Также 
в зависимости находятся показатели величины титриру-
емых кислот и плотности, соль образует отдельный фак-
тор, четвертый фактор связывает показатели титрируе-
мых кислот, лимонной кислоты и  кислотности. Летучие 
кислоты, этанол, сахар и содержание винно-сульфатной 
добавки не зависят от выделенных факторов. Получен-
ные результаты не противоречат результатам, получен-
ным в [11].

Применение модифицированного ММП к имеющему-
ся набору данных позволяет получить нагрузки на фак-
торы, приведенные в таблице 2.

Как видно из  результатов, этанол, сахар и  летучие 
кислоты, как и в предыдущем случае, не зависят от вы-
деленных факторов. Соль и винно-сульфатные добавки 
выделились в  отдельный фактор, что логически может 
быть обосновано. Титрируемые кислоты, лимонная кис-
лота, Ph и  плотность так  же объединились в  один фак-
тор. Таким образом, можно говорить о том, что модифи-

цированный ММП дает несколько иные результаты, чем 
стандартный. Результат работы на  экспериментальном 
наборе данных модифицированного ММП, в  первом 
приближении, выглядит более обоснованным.

Заключение

В  статье рассмотрен ММП для решения задачи фак-
торного анализа. На  экспериментальных данных пока-
зано, что традиционный ММП не всегда может выявить 
нелинейные зависимости между показателями. Предло-
жено модифицировать традиционный ММП, заменив ма-
трицу парных корреляций индексами корреляции, полу-
ченными с использованием регрессионных полиномов. 
Предложен способ преобразования матрицы индексов 
корреляции в симметричную. На реальных данных про-
веден эксперимент, показавший, что предложенная мо-
дификация способна улучшить результаты факторного 
анализа. Предложенная модификация ММП обогащает 
арсенал имеющихся у  исследователя методов, и  может 
оказаться полезной, например, для уточнения некото-
рых результатов или когда стандартные методы иссле-
дования не позволяют получить приемлемый результат.

Таблица 1. Факторные нагрузки, полученные методом максимального правдоподобия.
ТК 0,67 -0,17 -0,03 0,66
ЛК 0,02 0,08 0,05 -0,4
Лим. к. 0,37 0,01 0,13 0,68
Сахар 0,36 0,17 -0,04 -0,1
Соль 0,21 0,08 0,97 0
СДС -0,02 0,67 -0,05 -0,05
ОСДС 0,08 0,99 -0,05 0
Плотн. 0,98 0 -0,01 0
Ph -0,34 -0,1 -0,19 -0,7
ВСД 0,15 0,05 0,34 0,2
Этанол -0,5 -0,17 -0,1 0,32

Таблица 2. Факторные нагрузки, полученные модифицированным методом максимального 
правдоподобия.

ТК 0,93 0,37 -0,02 0
ЛК 0,22 0,22 0,02 0,36
Лим. к. 0,6 0,36 -0,02 0,36
Сахар 0,4 -0,26 0,31 -0,05
Соль 0,4 -0,3 0,07 0,68
СДС 0,22 0,13 0,97 0
ОСДС 0,22 0,04 0,7 0,12
Плотн. 0,91 -0,41 0 0
Ph 0,6 0,45 -0,04 0,33
ВСД 0,23 0,05 0,05 0,68
Этанол 0,54 -0,33 0,04 0,2
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