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Аннотация. В  работе представлены основные принципы построения 
иерархической модели динамической системы любой природы и  слож-
ности. При разработке модели использовано утверждение, что любая 
система состоит из  иерархии управляющих и  управляемых подсистем. 
Авторами приводится математическое доказательство конечности и счет-
ности иерархических уровней нелинейной системы. Предложенные прин-
ципы построения иерархической модели динамической системы любой 
сложности со способностью к самоорганизации могут быть использованы 
при моделировании и описании нелинейных систем различной природы, 
а  также при разработке обобщенной математической модели их состоя-
ния.
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Введение

Динамическая система (нелинейная система) 
определяется своим зависящим от  внешнего 
воздействия состоянием как совокупностью ха-

рактеристик в  некоторые моменты времени [1]. Закон 
изменения состояние динамической системы во  вре-
мени описывается дифференциальными уравнениями 
различного порядка. Примеры динамических систем 
можно найти в  различных областях: в  физике, биоло-
гии, химии, экономике, информатике и  др. Моделиро-
вание нелинейных систем различной сложности, в том 
числе и  со  способностью к  самоорганизации, являет-
ся междисциплинарным инструментом исследования 
разнообразных процессов в  природе, технике, обще-
стве [2, 3, 4]. При этом важно разработать единые ме-
тодологические подходы к представлению и описанию 
динамических систем. Данные подходы должны позво-
лять на  основе обобщенных законов анализировать 
состояние разнообразных динамических систем. Ос-
новная проблема при разработке единых подходов со-
стоит в математическом представлении динамической 
системы с  учетом всех ее характеристик и  состояний 
с  приемлемой погрешностью. В  последние десятиле-
тия данная задача привлекает все большее число уче-
ных: А.Н. Колмогоров, В.И. Арнольд, Ю.С. Ильяшенко, 

С.П. Капица, И. Пригожин, Г. Хакен, W. Freeman, J. Kelso, 
P. Grassberger, I. Procaccia и др., — что делает её особен-
но актуальной.

Иерархическая структура 
динамической системы

Одним из способов решения описанной выше про-
блемы является построение иерархической структуры 
нелинейной системы. Этот способ основан на  утверж-
дении, что любая система представляет собой иерар-
хию автономных подсистем, в  которой исходящие 
от верхнего уровня команды управления предопреде-
ляют переходы подсистем более низких уровней от од-
ного режима функционирования к другому [2].

Существуют два основных подхода к декомпозиции: 
функциональный и процессный [4, 5, 6]. В первом разде-
ление на подсистемы происходит на основе функций — 
многократно повторяемых действий. Функциональный 
подход применяется для моделирования регулярной, 
многократно повторяющейся деятельности. В  про-
цессном подходе декомпозиция строится на  процес-
сах — устойчивой деятельности, преобразующей вход-
ные воздействия в  результат. Для нелинейных систем 
из-за их склонности к самоорганизации и хаотичности 
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сложно определить функции, поскольку они не посто-
янны. В то время как процессы, происходящие в нели-
нейных системах, постоянны, имеют результат и крите-
рий завершения.

В процессе разделения системы на подсистемы бо-
лее высоких уровней получаем ее иерархическую мо-
дель, а упрощенное графическое представление такой 
декомпозированной системы назовем иерархической 
структурой.

Иерархическая структура представляет собой дере-
во, то есть граф без замкнутых маршрутов с расположе-
нием вершин по определенным уровням (рис. 1). Вер-
шина верхнего (нулевого) уровня называется корнем 
и  соответствует исходной системе. Такой подход был 
использован в  [7] при математическом описании про-
цесса формирования профилированных интерфейсов 
пользователей для доступа к объединенным корпора-
тивным информационным ресурсам.

Для представления иерархической структу-
ры используются деревья разного типа: И-дерево, 
ИЛИ-дерево, а  также И-ИЛИ-дерево. В  графе, соот-
ветствующему И-дереву, вершины, расположенные 
на одинаковых уровнях, являются обязательными эле-
ментами вышерасположенных подсистем. В  ИЛИ-де-
реве на одинаковых уровнях располагаются вершины 
возможных элементов подсистем или их варианты. 
Наиболее часто применяют И-ИЛИ-дерево, в котором 
уровни с обязательными элементами подсистем сое-
диняются с  уровнями вариантов всех или части этих 
элементов. Сочетание И- и ИЛИ- уровней может быть 
произвольным.

Количество уровней и  вершин иерархической 
структуры системы может быть произвольно, но обя-
зательно конечно и  счетно. Докажем это. Для дока-
зательства используем математическую модель ор-
ганизации доступа к  объединенным корпоративным 
информационным ресурсам [7]. Организация доступа 
к  информационным ресурсам математически пред-

ставляет собой нелинейную динамическую систему, 
поскольку не  может быть задана линейным уравне-
нием. Кроме этого, обладает важным свойством не-
линейных систем — состоянием, которое зависит 
от  различных внешних факторов (роли пользовате-
ля, его разрешений, точки доступа к  ресурсам и  т. п.). 
Следовательно, процесс организации доступа явля-
ется частным случаем описываемой в  данной статье 
сложной динамической системой со  способностью 
к самоорганизации и его математическая модель, по-
строенная с применением иерархических принципов 
и описывающая изменение состояния системы, может 
быть использована для доказательства конечности 
иерархической структуры.

Для доказательства конечности иерархиче-
ской структуры введем ряд определений [8]. Собы-
тие — это выполнение условия добавления подси-
стемы в  иерархическую структуру. Обработчиком 
события называется блок команд, которые будут вы-
полняться при наступлении события. Правильным 
называется такой обработчик события, работа кото-
рого заканчивается за  конечное число шагов. При 
дальнейшем описании процесса формирования ие-
рархической структуры рассматриваем только пра-
вильные обработчики.

Обработка событий при формировании структуры 
организуется с  помощью очереди Q. { }nqqQ ,...,1=  — 
множество вызовов обработчиков событий. Если i < j, 
то событие iq  обрабатывается раньше события jq . По-
мещение события в очередь означает то, что в очередь 
помещается вызов обработчика этого события. Обозна-
чим tQ  состояние очереди после обработки t первых 
элементов, если ∅≠−1tQ . 0Q  — состояние очереди 
до начала обработки.

События из  очереди обрабатываются последова-
тельно и если в процессе исполнения обработчика по-
являются новые события, то  они помещаются в  конец 
очереди. Исполнение одного блока команд приводит 
к  помещению в  очередь конечного числа событий. 

 
Элемент интерфейса (тип «рубрикатор») 

Элемент рубрикатора Правила доступа 

Правила доступа Описание правила 

Описание правила 

Уровень 0 

Уровень 1 

Уровень 2 

Уровень 3 

Рис. 1. Представление элемента интерфейса в виде дерева
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В очередь не попадают одинаковые события, т. е. в од-
ном иерархическом представлении системы не  может 
быть одинаковых элементов.

Описание процессов нелинейной системы конечно 
и счетно, т. е. для построения иерархической структуры 
определено конечное и  счетное число событий. Поэ-
тому для обработки конкретной системы существует 
не более чем конечное и счетное множество E всех со-
бытий e.

{ }N
iieE =   (1)

E — число событий конечное и счетное.

Пусть { }qQ =0 , т. е. в очереди только одно событие 
q по  обработке элементов системы, qM1  — события, 
порождаемые обработкой события q. Это может быть 
декомпозиция подсистемы на  ряд более мелких про-
цессов. Если qM1  ≠ ∅, то  процесс обработки будет 
продолжаться. qM n  — последовательность событий, 
порождаемых при обработке последовательности 

qM n 1− . Если qM n 1−  пуста, то и  qM n  пуста.
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Обработка событий заканчивается тогда, когда за-
канчиваются события в  очереди (т. е. заканчиваются 
процессы в системе).

∅=∃ 0: QMN N   (4)

Докажем, что число шагов обработки очереди ко-
нечно.

Условие

  (5)

при выполнении, которого в  очередь не  попадают 
события, порождающие сами себя, т. е. не  происходит 
зацикливаний при выполнении программных блоков.

Для начала изобразим элемент системы в  виде де-
рева (рис.  2). Элементы системы можно представить 
несколькими типами деревьев. На рис. 2 изображен са-
мый сложный тип дерева И-ИЛИ: элемент 0 уровня со-
стоит из нескольких вариативных процессов. Для кра-
ткости представления, на  рисунке изображено только 
два таких процесса. В  реальном описании процессов 
нелинейной системы может присутствовать несколь-
ко вариативных процессов у  различных процессов, 
но в любом случае их количество конечное и счетное.

Уровень i  (Li) — это все вершины дерева, постро-
енные на i-ом шаге обработки событий формирования 
иерархической структуры. Вершины дерева соответ-
ствуют событиям. Всего таких уровней n, где n — число 
шагов обработки событий по формированию иерархи-
ческой структуры нелинейной системы.

Шаг 0. На 0 шаге необходимо выбрать одно событие 
q, которое станет корнем дерева { }qL =0 .

Шаг i. Для каждой вершины дерева (элемента) 
∅≠∈ − sMLs n 11 :  добавить элементы последователь-

ности sM1 . При ∅=sM1  дерево будет построено, т. е. 
структура сформирована.

В  качестве примера построим элемент иерархиче-
ской структуры, соответствующий И-ИЛИ дереву, пред-
ставленному на рис. 2. Пусть q — событие по обработке 

 
Нелинейная система 

Процесс 1.1 Процесс 1.2 

Процесс 2.1 Процесс 2.2 

Процесс 3.1 

Уровень 0 

Уровень 1 

Уровень 2 

Уровень 3 

Рис. 2. Представление процессов нелинейной системы в виде дерева
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разделения подсистемы на  основные процессы, r — 
событие по  добавлению Процесса 1.1, aq — событие 
по добавлению Процесса 1.2, fq — событие по добавле-
нию Процесса 2.1, ar — событие по обработке Процесса 
2.2 и  fr — событие по добавлению Процесса 3.1. Тогда 
получим:

, , , , 
, ∅=frM1 . Или в виде дерева (рис. 3).

Учитывая условие , а также то, 
что в результате обработки одного события в очередь 
не  попадают одинаковые события, в  дереве не  может 
быть более |E| уровней. Также отсюда следует, что для 
любой вершины k уровня существует не более |E| – k 
подвершин. Соответственно, в  каждом уровне содер-
жится не более чем

( )
( )!

!1
kE

Epk −
−

= , Ek ,1=   (6)

элементов, а все дерево состоит не более чем из

( )
( )∑∑

== −
−

==
E

k

E

k
k kE

EpV
11 !

!1   (7)

вершин. Построенное так дерево соответствует по-
паданию событий в  очередь, очередь обрабатывается 
не более, чем за V шагов.

Конечность и счетность уровней и вершин иерархи-
ческой структуры нелинейной системы доказана.

Результаты

Определим основные принципы построения иерар-
хической структры нелинейных систем.

1. 1. Каждое разделение системы или подсистемы 
образует свой уровень. Исходная подсистема 
располагается на нулевом уровне. После ее раз-
деления получаются подсистемы первого уров-
ня. Разделение этих подсистем или некоторых 

из  них приводит к  формированию подсистем 
второго уровня и т. д.

2. 2. Нелинейная система разделяется только по  од-
ному, постоянному для все уровней, признаку. 
Для нелинейных систем в  качестве такого при-
знака целесообразно использовать процесс из-
менения состояния системы, этап жизненного 
цикла и  подобное. При построении И-ИЛИ-де-
ревьев в  некоторых случаях возможно сочета-
ние нескольких признаков. Например, при де-
композиции процесса конечного уровня может 
быть использован функциональный признак.

3. 3. Выделяемые в  результате декомпозиции под-
системы должны полностью характеризо-
вать исходную нелинейную систему. При этом, 
в  ИЛИ-дереве выделяемые подсистемы должны 
полностью взаимно исключать друг друга.

4. 4. Количество выделяемых в  процессе декомпо-
зиции нелинейной системы уровней и  вершин 
иерархической структуры определяется требо-
ваниями детализации и  удобства восприятия 
получаемой структуры, ее соответствия услови-
ям задачи, в рамках которой происходит данное 
разбиение, и уровню знаний работающему с ней 
специалисту. Разбиение системы на подсистемы 
происходит до такого уровня, на котором пони-
мание устройства подсистем или их описание 
доступно исполнителю. Таким образом, иерар-
хическая структура всегда субъективно ориенти-
рована: для более квалифицированного специа-
листа она будет менее подробна.

Заключение

Предложенные принципы построения иерархиче-
ской модели динамической системы любой сложности 
со  способностью к  самоорганизации могут быть ис-
пользованы при моделировании и описании нелиней-
ных систем различной природы, а также при разработ-
ке обобщенной математической модели их состояния.
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Рис. 3. Элемент иерархической структуры, представленный в виде дерева
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