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Аннотация. Рассматривается нелинейное обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение первого порядка с  полиномиальной правой частью пятой 
степени, решение которого обладает подвижными особыми точками, в об-
щем случае не  разрешимое в  квадратурах. Применяется приближенный 
метод решения нелинейных дифференциальных уравнений с подвижными 
особыми точками, разработанный В. Н. Орловым. Сформулирована теорема 
существования и единственности решения задачи Коши для рассматрива-
емого уравнения в  окрестности подвижной особой точки, построено при-
ближенное аналитическое решение уравнения в  окрестности подвижной 
особой точки и проведено исследование влияния возмущения подвижной 
особой точки на приближенное решение. Результаты получены в комплекс-
ной области. Дано сравнение результатов расчетов с аналогичными резуль-
татами расчетов, полученными автором ранее.
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подвижная особая точка, задача Коши, приближенное аналитическое реше-
ние, возмущение, оценка погрешности.

Актуальность  
и методы исследования

Н елинейные обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения представляют собой матема-
тические модели различных процессов и  яв-

лений окружающего мира. Известные приближенные 
аналитические и  численные методы решения обык-
новенных дифференциальных уравнений не  приме-
нимы к нелинейным дифференциальным уравнениям 
ввиду наличия у их интегралов подвижных особых то-
чек. В связи с этим задача нахождения приближенных 
решений нелинейных дифференциальных уравнений 
с  подвижными особыми точками является актуаль-
ной.

Предлагается приближенный метод решения ука-
занного выше уравнения, идея которого представлена 
в работах [1–4] и состоит в разделении области поиска 
решения нелинейного дифференциального уравнения 
на  область голоморфности и  окрестность подвижной 
особой точки, а затем в построении приближенных ре-
шений в  этих областях. Исследование приближенного 
решения рассматриваемого уравнения в  области голо-
морфности приведено в работах [5,6]. Разработан алго-
ритм и  создано программное обеспечение для нахож-
дения подвижной особой точки решения исследуемого 
нелинейного уравнения с заданной точностью [7].

Целью настоящей работы является построение при-
ближенных аналитических решений задачи Коши для 
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нелинейного дифференциального уравнения первого 
порядка (в нормальной форме) с полиномиальной пра-
вой частью пятой степени в  окрестности подвижной 
особой точки. Согласно вышеупомянутому методу, необ-
ходимо решить следующие задачи: 1) доказательство те-
оремы существования и единственности решения зада-
чи Коши для заданного дифференциального уравнения; 
2) построение приближенного решения задачи Коши 
в окрестности точного значения подвижной особой точ-
ки; 3) исследование влияния возмущения подвижной 
особой точки на  приближенное решение задачи Коши 
для исходного уравнения.

Результаты

Рассмотрим задачу Коши для уравнения в  нормаль-
ной форме

′ = +w z w z z( ) ( ) ( )5 Φ  (1)

с начальным условием

w z w( )0 0= , (2)

к которому приводится с помощью некоторой заме-
ны переменных нелинейное дифференциальное урав-
нение 

′ =
=
∑w z f z w zi

i

i
( ) ( ) ( )

0

5

,

в общем случае не интегрируемое в квадратурах [8].

Нелинейность дифференциального уравнения пред-
полагает гипотезу о существовании подвижных особых 
точек решения этого уравнения. В соответствии с клас-
сификацией подвижных особых точек [8], имеем следую-
щую аналитическую структуру решения задачи Коши (1), 
(2) в окрестности подвижной особой точки z*:

w z z z C z zn
n

n
( ) ( ) ( ) /= − −∗ ∗

=

∞

∑ρ 4

0
, 

C0 0↑ . (3)

Теорема 1. Пусть функция Ф(z) задачи Коши (1), 
(2) удовлетворяет следующим условиям:

1) Φ( )z C∈ 1  в области | |z z r∗ − < 1 , где r1 0>  
и z* — подвижная особая точка решения w(z) рас-
сматриваемой задачи;

2) ∃ ≤∗M z n Mn
1 1: ( | ( )| / !)( )Φ , где 

M const1 0= > , n = 0 1 2, , , .

Тогда существует единственное решение зада-
чи Коши (1), (2) в виде (3), где ρ = –1/4, правильная 
часть которого сходится в области

| |*z z r− < 2 , (4)

где 

r r M2 1 2
451 4 1= +{ }min , / ( ) , 

M z n
n

n
2 =

∗sup ( | ( ) | / ! )( )Φ ,

n = 0 1 2, ,  .

Доказательство теоремы состоит из  двух частей. 
На  первом этапе доказывается единственность пред-
ставления решения в виде дробно-степенного ряда (3), 
а на втором этапе — сходимость правильной части этого 
ряда. Применяется метод мажорант к  решению нели-
нейного дифференциального уравнения, а не к правой 
части дифференциальных уравнений, как это сделано 
в классической литературе.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1 и 2 те-
оремы 1, тогда для приближенного аналитического 
решения

w z C z zN n
n

n

N

( ) ( )( )/= −∗ −

=
∑ 1 4

0
 (5)

задачи Коши (1), (2) в области (4) справедлива 
оценка погрешности
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Доказательство теоремы основано на  оценке выра-
жения ΔwN(z) с  учетом оценок для коэффициентов Cn 
ряда (3), полученных в ходе доказательства теоремы 1.

В  связи с  тем, что методы нахождения подвижных 
особых точек позволяют получать последние прибли-
женно с  заданной точностью, возникает задача иссле-
дования влияния возмущения подвижной особой точки 
на приближенное решение. В окрестности возмущенно-
го значения подвижной особой точки z∗  вместо (5) бу-
дем иметь
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где  — возмущенные значения.

Теорема 3. Пусть выполняются следующие усло-
вия:

1) Φ( )z C∈ 1  в области | |z z r∗ − < 3 , где r3 0> ;

2) ∃ ≤∗M z n Mn
3 3: (| ( ) | / !)( )Φ  , где 

M const3 0= > , n = 0 1 2, , , . ;

3) | | | |z z∗ ∗≤ ;

4) известна оценка погрешности значения z∗ :  

| | z z z∗ ∗ ∗− ≤ ∆ ;

5) ∆ z M∗ < +1 4 4 110 45/ ( ) .

Тогда для приближенного аналитического решения 
(7) задачи Коши (1),(2) для любого z из областей

z z z z r z z z: | | : | | | |∆  

∗ ∗ ∗≤ − <{ }∩ ≤{ }4 ,  (8)

z z z z z z z: | | : | | | |  

∗ ∗ ∗− <{ }∩ ≤{ }∆  (9)

справедлива оценка погрешности
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при этомM z n
n

n= ∗sup( | ( ) | / !)( )Φ  , 

∆ Φ ∆M z n z
n G

n= + ∗(sup(| ( ) | / !) )
,

( )1
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G z z z z z z z= − ≤{ }∩ ≥{ }∗ ∗ ∗: | | : | | | |  ∆ ,

r r M4 3
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Замечание. Теорема 3 справедлива в областях

z z z z z z z: | | : | | | |  

∗ ∗ ∗− <{ } ∩ >{ }∆ ,  (11)

z z z z r z z z: | | : | | | |∆  

∗ ∗ ∗≤ − <{ }∩ >{ }4 ,  (12)

если в  этой теореме вместо условия 3 выполняется 
условие | | | |z z∗ ∗<  . В этом случае

G z z z z z z z= − ≤{ }∩ ≤{ }∗ ∗ ∗: | | : | | | |  ∆ .

Обсуждение полученных  
результатов и сопоставление  
их с ранее известными

Полученные результаты позволяют построить прибли-
женное решение задачи Коши (1), (2) в окрестности подвиж-
ной особой точки с  любой наперед заданной точностью. 
Для оптимизации структуры приближенного аналитиче-
ского решения используется апостериорная погрешность.
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Следует отметить, что ранее в работе [9] были полу-
чены приближенные решения задачи Коши для уравне-
ния 

′ = +w z w z z( ) ( ) ( )5 Φ

 в окрестности точного значения подвижной особой 
точки и в окрестности возмущенного значения подвиж-
ной особой точки. Анализ результатов, полученных в ра-
боте [9], и результатов данной работы позволяет сделать 
следующие выводы. Оценки (6) и (10) являются улучшен-
ными по  сравнению с  аналогичными оценками, приве-
денными в  [9]. Что касается окрестностей подвижных 
особых точек, то они увеличены по сравнению с резуль-
татами указанной работы. Проиллюстрируем сказанное 
на следующем примере.

Пример. Рассмотрим задачу Коши из [9]: ′ =w z w z( ) ( )5 ,

w i i( ) = + + −( )1
2 3

2 2 2 2
4

.

Эта задача имеет точное решение 

w z
i z

( ) =
−
1

44
. 

z i∗ = 0 25,  — точное значение подвижной особой 
точки. Вычислим r2 ≈ 0,33.

Выберем значение z i1 0 1 0 27= +, ,  в  области 
| |z z r∗ − < 2 . Рассмотрим случай C! 0 1 2= / . Учитывая, 
что все производные функции Φ( )z

 равны нулю, в  нашем случае получаем совпадение 
структуры приближенного решения с  точным решени-
ем. Имеем 

w z i( , ,1 927359881 0 840068385) 0= +

и w z i3 1 927359881 0 840068385( , ,) 0= + , ∆ = 0  — 
абсолютная погрешность приближенного решения w z3 1( ) . 
Будем обозначать значения величин, относящиеся к ра-
боте [9], чертой сверху. В следующих таблицах 1 и 2 при-
ведем результаты расчетов.

Таблица 1

r2 r2

1 0,33 0,00171 0,03538

Примечание.  — априорная погрешность приближенного решения w z3 1( ) , найденная по теореме 2.

Таблица 2

N

15 4,6⋅10–4

Примечание.  — апостериорная погрешность.

Таблица 3

r4 r4 ′∆1 ′∆1

0,063 0,021 0,00524 0,01016

Примечание. ′∆1  — априорная погрешность приближенного решения w z3 2( ) , найденная по теореме 3.

Таблица 4

N ′∆2 ′∆2

15 4⋅10–4 6⋅10–3

Примечание. ′∆2  — апостериорная погрешность.
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Перейдем к  нахождению приближенного решения 
рассматриваемой задачи Коши в окрестности точки z∗ .  
Для расчетов взяты следующие значения: 

z i∗ = − +0 0001 0 2499, , , ∆z∗ == −10 4 . Выберем 

z i2 0 0142 0 2411= − +, ,  из области (8). Имеем 

w z i( ) , ,2 1 94607 0 27418= −  и 

w z i3 2 1 95022 0 27381( ) , ,= − , 

′ =∆ 0,0042  — абсолютная погрешность приближен-
ного решения w z3 2( ) . Рассмотрим случай C! 0 1 2= / . 
Расчеты представлены в таблицах 3 и 4.

В результате проведенных расчетов имеем значения 
априорной и  апостериорной погрешностей меньшие 
соответствующих значений, указанных в работе [9].

Выводы

В данной работе представлены результаты исследо-
вания приближенных аналитических решений нелиней-
ного дифференциального уравнения как в окрестности 
точного, так и возмущенного значения подвижной осо-
бой точки в  комплексной области. Приведены оценки 
погрешности приближенных решений задачи Коши, ко-
торые являются улучшенными по сравнению с аналогич-
ными оценками, предложенными в работе [9]. Теорети-
ческие результаты подтверждены расчетами.
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