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Аннотация. В статье представлена актуальность проблемы измерения объ-
емов круглых лесоматериалов, перевозимых на  лесовозах, и  рассмотрено 
решение для автоматизации процесса измерения. Были рассмотрены такие 
математические методы определения объемов на основе определения глу-
бины точек как триангуляция, трифокальный тензор и метод Левенберга–
Марквардта. На их основе было разработано программное средство и про-
ведены тестовые расчеты с идеальной нагрузкой. 
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Введение

Проблема измерения объемов круглого леса, пе-
ревозимого на  лесовозах, добавляет большие 
временные и  логистические издержки для пред-

приятий, занимающихся лесозаготовкой и  лесопере-
работкой. Решение этой проблемы с  помощью средств 
автоматизации определения количества вывозимого 
круглого леса позволяет снизить издержки и  ускорить 
рабочие процессы, убрав неконтролируемые и субъек-
тивные факторы из процесса измерений.

На Дальнем Востоке богатый лесной массив вдоль 
ключевого участка от с. Лидога до р.п. Ванино трассы А-376 
«Хабаровск–Лидога–Ванино–Комсомольск-на-Амуре» 
(далее — трасса) представляет интерес для коммерче-

ской деятельности по  заготовке деловой древесины. 
В  связи с  этим, органы государственного лесного над-
зора и  предприятия-лесозаготовители заинтересованы 
в разработке программно-аппаратного комплекса, уста-
навливаемого на  пропускных пунктах трассы и  позво-
ляющего в  автоматизированном режиме производить 
оценку объема в разрезе штабелей, находящийся на ле-
совозах, с учетом множества факторов.

На данный момент существует два основных спосо-
ба замера объема груза, основанные на  взвешивании 
грузовика и  сканировании его кузова с  помощью двух 
лидаров (продольного и поперечного). Как в одном, так 
и  в другом случае измерения нужно производить два 
раза — на полном и пустом грузовике, чтобы сравнить 
изменение объема.
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В данной статье будут рассмотрены математические 
методы определения объемов на  основе определения 
глубины точек.

Триангуляция 

Представление точки в  трехмерном пространстве 
на двухмерной плоскости изображено на рисунке 1. 

Рис. 1. Определение местоположения трехмерной точки

На рисунке 1 точки C1 и  X находятся в  трёхмерном 
пространстве, а  единичный вектор L1 показывает на-
правление луча, идущего от точки C1 к точке X. Однако 
в данной модели невозможно решить уравнения, кото-
рые позволили бы нам определить глубину точки X. По-
этому модель нужно усовершенствовать [1].

Добавим ещё одну точку пространства — C2. Луч зре-
ния, проведённый из этой точки, также проходит через 
точку X.

Рис. 2. Триангуляция

Адаптируем модель на  использование двух камер 
и проекции объекта из 3D пространства на них.

Рис. 3. Расширение концепции триангуляции

В представленной схеме (рисунок 3) отображены 
пространственные координаты C1 и  C2, соответствую-
щие положению левой и правой камер соответственно. 
Проекция трёхмерной точки X на  плоскость изображе-
ния левой камеры обозначена как x1, тогда как проек-
ция этой же точки на  правую камеру обозначается как 

x2. Эти две проекции, x1 и x2, классифицируются как со-
ответствующие друг другу, поскольку они представляют 
собой результат преобразования одной и  той же трёх-
мерной точки X.

На основе данных о положении x1 относительно C1 
можно определить направление луча L1; аналогичным 
образом, зная положение x2 относительно C2, можно 
установить направление луча L2. Следовательно, ис-
пользуя метод триангуляции, можно точно определить 
координаты трехмерной точки X в пространстве, как по-
казано на схеме рисунка 2.

Из этого примера видно, что для проведения триан-
гуляции трехмерной точки на основе двух изображений, 
сделанных под разными углами, требуется следующее: 
расположение камер в реальной системе координат (C1 
и  C2), а  также соответствие точек (x1 и  x2) для каждой 
трехмерной точки (X) в сцене, которая подлежит расчету 
[2, 3].

Главная трудность в  оценке глубины на  двумерных 
изображениях состоит в обнаружении и сравнении клю-
чевых точек объекта (x1 и x2). Для решения данной зада-
чи используется алгоритм ORB. Качество восстановления 
сцены напрямую связано с  количеством совпавших то-
чек: чем их меньше, тем менее точной будет полученная 
модель. Один из простых методов поиска соответствий 
основан на нахождении пикселей со схожими окружаю-
щими структурами. Тем не  менее, наличие идентичных 
элементов или повторяющихся объектов на сцене может 
значительно усложнить эту задачу.

Для снижения числа ложных совпадений или ускоре-
ния поиска подходящих точек применяется эпиполярная 
геометрия — фундаментальный принцип стереоскопи-
ческого зрения. Когда две камеры наблюдают трехмер-
ную сцену с  различных ракурсов, существуют опреде-
ленные геометрические взаимосвязи между 3D-точками 
и их проекциями на двумерные изображения, наклады-
вающие ограничения на  точки изображений. Эти соот-
ношения основаны на допущении, что поведение камер 
можно моделировать как камеру-обскуру. 

На рисунке 4 предполагается установка, схожая с той, 
что представлена на  рисунке 3. Точка X в  трехмерном 
пространстве фиксируется камерами C1 и  C2 в  виде 
двухмерных проекций x1 и  x2 соответственно. Так как 
x1 является проекцией точки X, можно предположить, 
что если продлить луч R1 от камеры C1 через точку x1, 
он пройдет через саму точку X. Этот луч фиксируется 
как прямая L2`, а  точка X отображается на  изображе-
нии i2 как x2. Поскольку точка X находится на  луче R1, 
то и её проекция x2 должна находиться на прямой L2`. 
Следовательно, возможные положения x2 ограничены 
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этой линией, и таким образом, область поиска пикселей 
на  изображении i2, соответствующих пикселям x1, су-
жается до единственной линии L2`. Для нахождения L2` 
используется эпиполярная геометрия, что существенно 
уменьшает пространство поиска соответствий, описан-
ное ранее [4].

Отметим, что: 
 — эпиполь (e1 и e2) — изображение центра камеры 
одного ракурса в другом ракурсе

 — базовая линия — линия, соединяющая центры 
двух камер (e1 и e2), то есть эпиполь также мож-
но определить как пересечение базовой линии 
с плоскостью изображения.

 — эпиполярная плоскость — плоскость P, которая 
содержит X, C1, x1, x2 и C2, определенная R1 и ба-
зовой линией. 

 — эпиполярная линия — линия (L2), полученная 
от пересечения эпиполярной плоскости (P) и пло-
скости изображения. 

 — эпиполярное ограничение — ограничение на  по-
иск соответствующего пикселя сходя из  эпипо-
лярной геометрии. Пространство поиска для 
пикселя в  изображении (i2), соответствующего 
пикселю (x1), ограничено одной двумерной ли-
нией, которая является эпиполярной линией (L2) 
этого изображения. 

Для разных значений X у нас будут разные эпиполяр-
ные плоскости и, следовательно, разные эпиполярные 
линии. Однако все эпиполярные плоскости пересекают-
ся на базовой линии, и все эпиполярные линии пересе-
каются в  эпиполе. Все эти зависимости в  совокупности 
и называются Эпиполярной геометрией.

Эпиполярные зависимости можно представить ма-
трицей и для ее расчета достаточно двух изображений 
эпиполярной системы. Такая матрица называется «фун-
даментальной». 

Вычисление фундаментальной матрицы

На рисунке 3 предположим, что мы знаем матрицы 
проекции камеры для обеих камер, скажем, P1 для каме-
ры в C1 и P2 для камеры в C2.

Матрица проекции камеры определяет соотношение 
между координатами трехмерного мира и соответствую-
щими пиксельными координатами при захвате камерой.

Точно так же, как P1 проецирует трехмерные миро-
вые координаты в  координаты изображения, мы опре-
деляем P1inv, псевдообратный к  P1, так что мы можем 
определить луч R1 из C1, проходящий через x1 и X как:

X k P inv x kC( )= +�� �� �1 1 1�

k — параметр масштабирования, так как мы не  знаем 
фактического расстояния X от C1. Нам нужно найти эпи-
полярную линию Ln2, чтобы уменьшить пространство 
поиска для пикселя в  i2, соответствующего пикселю x1 
в  i1, поскольку мы знаем, что Ln2 — это изображение 
луча R1, захваченное в  i2. Следовательно, чтобы вы-
числить Ln2, мы сначала находим две точки на луче R1, 
спроецируем их на изображение i2 с помощью P2 и ис-
пользуйте проецируемые изображения двух точек, что-
бы найти Ln2. 

Первая точка, которую мы можем рассмотреть 
на R1, — это C1, так как луч начинается с этой точки. Вто-
рую точку можно рассчитать, оставив k=0. Следователь-
но, мы получаем точки как C1 и (P1inv)(x1). Используя ма-
трицу проекции P2, мы получаем координаты этих точек 
на изображении i2 как P2∗P1inv∗x1 соответственно. Мы 
также заметили, что P2∗C1 — это в основном эпиполь e2 
на изображении i2. 

Прямая может быть определена в проективной гео-
метрии с использованием двух точек p1 и p2, просто най-
дя их векторное произведение p1×p2. Следовательно 

Рис. 4. Модель, описываемая эпиполярной геометрией
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Ln P C P P inv x2 2 1 2 1 1�� �= * * * *

e P C2 2 1��= *

при 

Ln e P P inv x2 2 2 1 1��= � * *

Для фундаментальной матрицы 

F e P P inv��= 2 2 1� *

получим 

Ln F x2 1��= *

В проективной геометрии, если точка x лежит на пря-
мой L, мы можем записать ее в виде уравнения 

xT L� ��= 0

Следовательно, поскольку x2 лежит на эпиполярной 
прямой Ln2, получаем 

x T Ln2 2 0� ��=

Заменяя значение Ln2 из  приведенного выше урав-
нения, мы получаем уравнение: 

x T F x2 1 0� � ��=

Это необходимое условие для того, чтобы две точки 
x1 и  x2 были соответствующими точками, и  это также 
форма эпиполярного ограничения. Таким образом, F 
представляет собой общую эпиполярную геометрию си-
стемы с двумя точками зрения [5, 6].

Трифокальный тензор

Трифокальный тензор T  — это тензор валентности 3 
Tjk

i , с двумя контравариантными и одним ковариантным 
индексом. Он представляется однородным массивом 
3 3 3� �  (то есть 27 элементов) и имеет 18 степеней сво-
боды.

Трифокальный тензор имеет аналогичную роль для 
вычисления глубины точки при захвате (проецировании) 
в  трех разных видах (изображениях), что и  фундамен-
тальная матрица для двух видов. Он инкапсулирует все 
(проективные) геометрические отношения между тре-
мя видами, которые не зависят от структуры сцены [7].

Тензор может использоваться для переноса точек 
или линий из соответствия двух видов в третий.

Трифокальный тензор имеет три принципиальных 
геометрических свойства:

•	 это гомографии между двумя видами, вызванные 
плоскостью, проецируемой обратно из  линии 
в другом виде; 

•	 отношения между соответствиями изображений 
для точек и  линий, возникающих из  инцидентов 
в 3-пространстве; 

•	 извлечение фундаментальной и  матриц камеры 
из этого тензора.

Тензорная система счисления

Точки и линии изображения представлены однород-
ными столбцовыми и  строчными 3-векторами соответ-
ственно, то есть x x x x T�� � �=( )1 2 3, ,  и  l l l l� � �= ( )1 2 3, , .  Элемент 
матрицы A  с индексами ij  обозначается как aij ,  где i — 
контравариантный индекс (индекс строки), а j — ковари-
антным (индекс столбца).

Определение трифокального тензора, используя тен-
зорную нотацию

T a b a bjk
i

j
i

k j k
i= �4 4

Положение индексов в  Tjk
i  (два контраварианта 

и  один ковариант) диктуются положением индексов 
справа от уравнения. Таким образом, трифокальный тен-
зор является смешанным контравариантом-ковариан-
тым тензором. В тензорной записи основное соотноше-
ние инцидентности принимает вид

l l l Ti
j k

jk
i=

Краткое изложение трехфокусных тензорных 
отношений инцидентности — трехлинейностей

1. Соответствие линия — линия — линия

l l l Tr
ris

j k i
jk s( ) =’ ’’ 0

2. Соответствие точка — линия — линия

x l l Ti
j k i

jk’ ’’ = 0

3. Соответствие точка — линия — точка

x l x Ti
j

k
kqs i

jq
s’ ’’ ( ) = 0

4. Соответствие точка — точка — линия

x x l Ti j
jpr k i

pk
r’ ’’( ) = 0

5. Соответствие точка — точка — точка

x x x Ti j
jpr

k
kqs i

pq
rs’ ’’ ( )( ) = 0

Где x i , ’ ’’x x� � �и — точки, lr , ’, ’’�� l l  — линии,  ris — тензор, T — 
трифокальный тензор,  jpr kqs, �  — контравариантный тен-
зор [8, 9].
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Метод Левенберга–Марквардта

Матрица Hk = f"(xk) может не быть положительно опре-
деленной, даже при xk сколь угодно близком к  множе-
ству решений. Поэтому глобализованный алгоритм дол-
жен включать в себя механизм выбора подходящего Hk, 
причем допускающий базовый выбор вблизи решений. 

Алгоритм 

Выбираем параметры ρ1, ρ2> 0, τ1> 0, τ2> 1, σ’> 0, q> 0, 

ε, θ ∈ (0, 1). Выбираем x0 ∈ Rn и полагаем k = 0. 

1. Если fꞌ (xk) = 0, стоп.

Рис. 5. Пример отношения инцидентности точка — линия — линия

Рис. 6. Пример отношения инцидентности точка — линия — точка

Рис. 7. Пример отношения инцидентности точка — точка — точка
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2. Полагаем Hk f x k��= ( )" . 

Если

H f x f xk
k k� �( ) і ( )r

t

1

1
� � ,

вычисляем pk как решение уравнения при 
σk = min {σ’, ||f´ (xk) ||q}. Иначе переходим к шагу 4. 

3. Если 

f x p pk k k� ��( ){ } Ј �, r
t

2
2

,

переходим к шагу 5.

4. Вычисляем симметричную n × n матрицу Hk и соот-
ветствующее решение pk задачи, удовлетворяющие шагу 
1 и 2.

5. Вычисляем αk = θ j, где j — наименьшее неотрица-
тельное целое число, при котором выполняется нера-
венство Армихо

f x jp f x f x pk k k j k k+( ) Ј ( ) + ( ){ }q eq� �� , .

6. Полагаем x x pk k k k+ = +1 a , увеличиваем k на  1, 
и переходим к шагу 1. 

Ключевой вопрос состоит в  том как реализовать 
шаг 4. Очевидно, что шаг 6 может выполняться для лю-
бого ρ1> 0, если Hk достаточно положительно опреде-
лена, а именно, ее минимальное собственное значение 
не меньше ρ1. Более того, из шагов 4 и 5 следует, что шаг 
2 также достигается достаточной положительной опре-
деленностью Hk. Последнего же можно добиться посред-
ством модифицированного разложения Холецкого, или 
посредством модифицированного симметричного зна-
конеопределенного разложения матрицы Гессе f´´(xk). 
При  этом на  каждой итерации алгоритма потребуется 
решить не более двух систем линейных уравнений, как 
и  в случае, когда для второй системы берется просто 
Hk = ρI с достаточно большим ρ> 0. 

Альтернативным образом можно выбирать Hk по-
следовательно, заменяя Hk на Hk + ωI с некоторым ω> 0, 
до тех пор, пока шаги 1 и 2 не окажутся выполнены. Раз-
умеется, при таком подходе итерация алгоритма может 
потребовать решения более двух систем линейных урав-

нений, но получаемое в результате направление может 
быть лучше, так как выбранная в итоге матрица Hk может 
быть ближе к истинной матрице Гессе функции f [10].

Применение описанных методов к решению 
исходной задачи

По итогу изучения данных методов была разработана 
программа на  языке Python с  использованием библио-
тек OpenCV и NumPy. Были проведены тестовые расчеты 
с идеальной нагрузкой на 2 лесовозах: в 21,3 т., и в 33т. 
Было проведено по 25 тестов для каждого метода с каж-
дым лесовозом. 

В таблице представлены средние значения тонна-
жа и  минимальные и  максимальные значения тоннажа 
по методам.

Средние значения тоннажа

Идеальная 
нагрузка

Метод 
Левенберга–
Марквардта

Метод 
эпиполярной 

геометрии

Метод три-
фокального 

тензора

21,30

Среднее 
значение

20,22 20,96 21,12

Минималь-
ное значение

19,08 20,41 20,85

Максималь-
ное значение

21,5 21,48 21,38

33,00

Среднее 
значение

31,55 32,57 32,71

Минималь-
ное значение

30 31,53 32,19

Максималь-
ное значение

33,32 33,27 33,2

Заключение

Результаты расчетов показывают, что использование 
метода, основанного на  трифокальном тензоре, дают 
наиболее достоверные результаты. Для получения бо-
лее точных результатов необходимо увеличить слож-
ность алгоритма и использовать более энергозатратные 
вычислительные средства.
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