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Аннотация. В традиционной практике оценка неопределённости измере-
ний выполняется по  методу линейного распространения (GUM), который 
предполагает линейность модели, независимость и нормальность входных 
величин. Однако в реальных задачах системного анализа и управления мо-
дели часто нелинейны, распределения входов асимметричны, а параметры 
могут быть коррелированы. Это приводит к искажению результатов, что об-
уславливает необходимость разработки алгоритмов оценки неопределён-
ности на основе метода Монте-Карло и их программной реализации.
Цель исследования заключается в  разработке и  апробации алгоритмов 
оценки неопределённости измерений на основе метода Монте-Карло, обе-
спечивающих корректный учёт нелинейных зависимостей, корреляций 
и  нестандартных распределений входных величин. Для достижения этой 
цели создаётся программное обеспечение, реализующее предложенные 
алгоритмы и  позволяющее проводить численное моделирование, анализ 
результатов и визуализацию распределений в задачах системного анализа 
и управления.

Ключевые слова: метод Монте-Карло, стандартная и расширенная неопре-
деленность, корреляция входов, распределения, программная реализация.
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Summary. In traditional practice, measurement uncertainty is estimated 
using the linear propagation method (GUM), which assumes the linearity 
of the model, independence, and normality of the input quantities. 
However, in real-world problems of system analysis and management, 
models are often nonlinear, input distributions are asymmetric, and 
parameters can be correlated. This leads to a distortion of the results, 
which necessitates the development of algorithms for estimating 
uncertainty based on the Monte Carlo method and their software 
implementation.
The purpose of the study is to develop and test algorithms for estimating 
measurement uncertainty based on the Monte Carlo method, which 
ensure the correct accounting of nonlinear dependencies, correlations 
and non-standard distributions of input quantities. To achieve this goal, 
software is being created that implements the proposed algorithms and 
allows for numerical modeling, analysis of results, and visualization of 
distributions in system analysis and management tasks.
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Введение

В современных системах измерения и  управления 
всё более остро стоит задача надёжной оценки не-
определённости измерений. Неопределённость — 

это не  просто погрешность прибора, это совокупность 
всех факторов, которые вызывают вариации результата 
измерения: шум, особенности метода, нелинейности, 
влияния среды, корреляции между входами, цифровая 
обработка и т.д. Без качественной оценки неопределён-
ности невозможно корректно интерпретировать ре-
зультаты измерений, сравнивать их, принимать решения 
по управлению на основе данных [1, 2].

Классическим подходом является метод, основан-
ный на  руководстве GUM (Guide to the Expression of 
Uncertainty in Measurement) и  аналогичных стандартах, 
где неопределённости отдельных входов (источников) 
комбинируются через закон распространения неопре-
делённости LPU (linear propagation / law of propagation of 
uncertainty). Однако такой подход имеет ограничения: он 
предполагает линейность модели или приближение ли-
нейности, нормальные (или близкие к нормальным) рас-
пределения входов, независимость влияющих величин, 
малость высших порядка членов в разложении и пр. [3, 4].

В последние годы стандарт дополняется или частич-
но конкурируется методом Монте-Карло (MC), где не-
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определённость оценок входов могут быть распреде-
лениями любой формы, могут учитывать корреляции, 
нелинейности и более сложные модели. Примеры при-
менения метода Монте-Карло в настоящее время можно 
встретить метрологии, в  измерениях формы, в  измере-
ниях скорости излучения и др. 

В задачах системного анализа и  управления часто 
требуется:

•	 оценивать надежность измерений, на  которых 
строится управление;

•	 понимать, как ошибки и  неопределённости из-
мерений влияют на  устойчивость или качество 
управления;

•	 при моделировании систем управления, особен-
но в реальном времени, желательно иметь оцен-
ку, а  не просто точечное значение, чтобы управ-
лять процессом с учётом риска.

При практическом применении (например, при ра-
боте с  датчиками, системами автоматического регули-
рования, обработке сигналов) появляются нелинейные 
элементы, цифровая дискретизация, корреляции между 
сенсорами и  т.д., что делает классический LPU-подход 
(линейная аппроксимация) недостаточным [2, 4].

Цель данного исследования — разработать и  реа-
лизовать алгоритмы количественной оценки неопре-
делённости измерения на  основе метода Монте-Карло, 
способные работать в условиях:

•	 нелинейных моделей измерения,
•	 нестандартных распределений входных величин 

(не только нормальных),
•	 коррелированных входов,
•	 ограниченных вычислительных ресурсов (требу-

ется адаптивный подход к числу симуляций).

Новизна исследования заключается в  следующих 
аспектах:

1.	 Сочетание адаптивного метода Монте-Карло 
и анализа вклада входных параметров. Многие 
работы применяют MC при фиксированном числе 
симуляций, либо исключительно для распределе-
ний стандартного вида; наше исследование вво-
дит критерий остановки симуляций при достиже-
нии заданной точности и анализ вклада каждого 
параметра в неопределённость.

2.	 Особое внимание к корреляциям между вход-
ными величинами. Хотя стандарты (например, 
JCGM 101 и  102) предусматривают возможность 
учёта корреляций, на практике многие исследова-
ния пренебрегают ими. В данной работе корреля-
ции моделируются и их влияние на неопределён-
ность тщательно исследуется.

3.	 Разработка модульного программного обеспе-
чения, включающего визуализацию распреде-

ления результата, доверительных интервалов 
и анализ вклада входов. Это обеспечивает вос-
производимость, прозрачность и  возможность 
практического применения в  лабораториях 
и прикладных системах управления.

4.	 Обоснование вычислительной эффективно-
сти. Работа рассматривает методы ускорения (на-
пример, уменьшение числа симуляций без потери 
точности) и демонстрирует, что при тщательно по-
добранных параметрах можно получить хорошую 
оценку неопределённости относительно затрат 
ресурсов.

Неопределённость измерения (measurement 
uncertainty) — параметр, характеризующий разброс 
значений, которые могут быть приписаны измеряемой 
величине, при условии повторяемой процедуры изме-
рения. Включает как случайные, так и  систематические 
источники [1, 3, 5].

Существует стандарт GUM («Guide to the Expression of 
Uncertainty in Measurement») и  его дополнения, в  част-
ности JCGM 101:2008 — Supplement 1: Propagation of 
distributions using a Monte Carlo method — регулирующий 
распространение распределений входных величин че-
рез математическую модель измерения. Так же дополне-
ние JCGM 102:2011 рассматривает модели с любым чис-
лом выходных величин (multivariate output quantities).

Подходы к оценке неопределённости:
•	 Классический подход (по GUM, линейный подход 

/ law of propagation of uncertainty — LPU): пред-
полагается, что модель измерения либо линей-
на, либо может быть линеаризована; входные 
неопределённости заданы стандартными откло-
нениями (тип A и  тип B), предполагаются неза-
висимость и  нормальность распределений либо 
приближение к ним [6].

•	 Ограничения линейного подхода: при сильной 
нелинейности модели, сильных корреляциях 
между входами, нестандартных распределениях 
(ненормальных, асимметричных, с тяжёлыми хво-
стами) — линейная аппроксимация может давать 
значительные искажения [1,3].

•	 Метод Монте-Карло (Monte Carlo Method, MCM) 
согласно стандарту, JCGM 101: позволяет задать 
распределения входов (любой формы, с  корре-
ляциями), простимулировать большое число ре-
ализаций измерительной модели, получить эмпи-
рическое распределение измеряемой величины, 
оценить параметры этого распределения (сред-
нее, стандартное отклонение, доверительный ин-
тервал, расширенную неопределённость) [8].

Постановка задачи и математическая модель

Пусть у  нас имеется измерительная система, при-
званная оценить величину Y (измеряемая величина, 
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measurand), которая зависит от  множества входных ве-
личин (влияющих параметров) Х1, Х2, …, Xn [7]. Эти входы 
могут быть случайными величинами с  определёнными 
распределениями (тип A) или неопределённостями типа 
B (например, систематическими эффектами, характе-
ристиками прибора и  др.), возможно с  корреляциями 
между ними.

Цель: построить алгоритм, который по заданным рас-
пределениям и корреляциям Xi, по математической мо-
дели Y=f(X1,…,Xn) оценит:

•	 стандартную неопределённость результата U(Y)
•	 расширенную неопределённость U(Y) при задан-

ном уровне покрытия (coverage factor, например 
95 %)

•	 доверительный интервал результата (или функ-
цию распределения результата)

Дополнительно: если модель f нелинейна, либо есть 
необходимость учесть коррелированность Xi, или рас-
пределения нестандартной формы, нужно, чтобы алго-
ритм корректно работал в этих условиях.

Математическая модель

Обозначим:
•	 X=(X1,X2,…,Xn) — вектор входных величин

•	 Каждая Xi имеет распределение Pi, возможно 
с  параметрами: математическое ожидание µi, 
стандартное отклонение σi, возможно плотно-
стью pi(xi) (если непрерывная) или вероятностной 
функцией, если дискретная.

•	 Возможны корреляции между Xi; можно задать их 
через матрицу ковариаций Σ.

Модель измерения:

Y=f(X)

где f:Rn → R — заданная (возможно нелинейная) функ-
ция.

Применение метода Монте-Карло

В данной работе для реализации выбран язык Python 
(версия ≥ 3.7), в силу его зрелой экосистемы для научных 
вычислений. В частности, используются:

•	 numpy — для операций с массивами и генерации 
случайных величин,

•	 scipy.stats — для распределений и статистических 
функций,

•	 matplotlib / seaborn — для визуализации (гисто-
граммы, плотности, доверительные интервенты),

•	 при необходимости — библиотеки copulas, 
pandas, multiprocessing (для параллелизма).

Рис.1. Листинг 1. Фрагмент кода генерации выборок входных параметров Xi с учётом распределений (Python)
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Такая комбинация обеспечивает баланс между просто-
той кода, гибкостью настроек и  производительностью.

Функция simulate_uncertainty генерирует N выборок 
входных параметров, учитывая заданные распределе-
ния и  корреляции, вычисляет соответствующие значе-
ния результата Y, и оценивает статистики: среднее значе-
ние, стандартную неопределённость и  доверительный 
интервал. Приведён код реализации, в эксперименталь-
ной части применён этот алгоритм к моделям (линейной, 
нелинейной, с коррелированными входами).

Приведённый выше код демонстрирует, каким об-
разом можно смоделировать процесс распространения 
неопределённостей от  входных параметров к  резуль-
тату измерения. В  результате выполнения программы 
формируется массив значений Y(j), на основании которо-
го вычисляются ключевые характеристики: среднее зна-
чение, стандартная неопределённость и доверительные 
интервалы. Такой подход позволяет учесть не  только 
форму распределений входных параметров, но и их воз-
можные корреляции и  нелинейное влияние на  выход-
ную величину.

Графическое представление (гистограмма, плотность 
распределения) является удобным инструментом для 
визуальной оценки характера распределения результа-

та. В  ряде случаев (например, при логнормальном или 
треугольном распределении входов) распределение 
результата может быть существенно асимметричным, 
и  в таких ситуациях метод Монте-Карло даёт более ре-
алистичную картину неопределённости по  сравнению 
с классическим линейным подходом [9, 10].

1.	 Гибкость в  выборе распределений. Возмож-
ность моделировать нормальные, логнор-
мальные, равномерные, треугольные и  другие 
распределения без ограничения линейной ап-
проксимацией.

2.	 Учёт корреляций. Реализация позволяет мо-
делировать зависимые входные параметры, что 
крайне важно в реальных измерительных задачах.

3.	 Визуализация результатов. Гистограммы и  до-
верительные интервалы позволяют не  только 
численно, но и наглядно оценивать характер рас-
пределения результата.

4.	 Адаптивность. При  необходимости число си-
муляций N можно увеличивать до  тех пор, пока 
оценка неопределённости не станет устойчивой.

Заключение

В ходе исследования были рассмотрены проблемы 
традиционного подхода к  оценке неопределённости 

Рис. 2. Листинг 2. Вычисление результатов Y(j) = f(X(j)) и сбор статистики (среднее, стандартное отклонение, 
доверительные интервалы)
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Рис. 3. Гистограмма распределения результата нелинейной модели, построенная методом Монте-Карло (N=104).  
Распределение асимметрично, что подчёркивает необходимость применения численных методов  

вместо линейной аппроксимации

Рис. 4. Гистограмма распределения Y (нелинейная модель, MC-симуляция)
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измерений, основанного на  линейной аппроксимации 
(метод GUM), и  показано, что он недостаточен при на-
личии нелинейных моделей, асимметричных распреде-
лений и коррелированных входных величин. В качестве 
альтернативы разработаны алгоритмы на основе метода 
Монте-Карло, которые позволяют воспроизводить ре-
альные распределения выходной величины и формиро-
вать более надёжные оценки стандартной и расширен-
ной неопределённости [11].

Предложенные алгоритмы реализованы в программ-
ном обеспечении, которое поддерживает широкий на-
бор распределений входных параметров, учитывает 
корреляции и  обладает адаптивным механизмом вы-
бора числа симуляций. Это делает метод практически 
применимым для задач метрологии, инженерных изме-
рений и анализа систем управления.

Проведённые численные эксперименты показали, что:
•	 для простых линейных моделей с  нормальными 

входами метод Монте-Карло даёт результаты, со-
поставимые с классическим методом распростра-
нения неопределённостей;

•	 при усложнении модели (нелинейные зависимо-
сти, асимметрия распределений) классический 
метод существенно занижает неопределённость, 

тогда как Монте-Карло обеспечивает достовер-
ную оценку;

•	 учёт корреляций между входными величинами 
в  рамках Монте-Карло критически важен, по-
скольку их игнорирование может привести к  се-
рьёзным искажениям итоговой оценки.

Таким образом, применение метода Монте-Карло 
обеспечивает универсальность и  гибкость при оценке 
неопределённости, а разработанное программное обе-
спечение делает данный подход доступным для широко-
го круга специалистов. Разработанный алгоритм может 
использоваться как в  исследовательских целях, так и  в 
практических приложениях:

•	 в метрологических лабораториях для подтверж-
дения достоверности измерений [12],

•	 в системах управления для анализа устойчивости 
алгоритмов к возмущениям,

•	 в инженерных расчётах для оценки риска выхода 
параметров за допустимые пределы.

Программная реализация универсальна и  может 
быть интегрирована в  существующие системы анализа 
данных или представлена в виде отдельного модуля для 
специалистов в области измерений и управления.
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