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Аннотация. Рассмотрена задача параметрической оптимизации системно-
го регулятора согласованного управления четырёхколёсного мобильного 
робота с двумя дифференциальными приводными блоками. В процессе её 
решения была выведена целевая функция, составлен критерий и  выбран 
метод оптимизации параметров. В заключении статьи приведены результа-
ты численных экспериментов по построению графиков траекторной ошибки 
до и после параметрической оптимизации нелинейного и нечёткого систем-
ного регулятора.

Ключевые слова: колёсный робот, дифференциальный приводной блок, 
согласованное управление, параметрическая оптимизация, пакетное обу-
чение, метод сопряжённых градиентов, комбинированный метод Брента.

Внашем исследовании объектом является четы-
рёхколёсный мобильный робот с  двумя диффе-
ренциальными приводными блоками, для ко-

торого была спроектирована система согласованного 
управления электроприводами (рис. 1). На рис. 1 обо-
значены: ЭД — электродвигатель, ,  — за-
данная и текущая скорость вращения электропривода 
колеса ij, Uфij — напряжения фазы электродвигателя 
колеса ij. В  состав такой системы входит системный 
регулятор (у  нас, нелинейного и  нечёткого типа), обе-
спечивающий согласование управления между отдель-
ными локальными подсистемами колёс. Т. к. объект 
управления представляет из себя достаточно сложную 
систему, ручная настройка такого регулятора (подбор 
параметров) может стать очень трудоёмким или даже 
невозможным. Данная проблема достаточно давно ре-
шается с помощью методов параметрической оптими-
зации.

Параметрическая оптимизация — процесс поиска 
оптимального (наилучшего) решения комбинацией ме-
тодов математического моделирования и вычислитель-
ной математики [1–3]. В  общем случае данную задачу 

можно описать как поиск среди параметров системы k 
множества X такого набора параметров k*, что

( ) ( )* min
k X

f k f k
∈

= , 

где f( ) — целевая функция (отображение :f X R→ ).

Постановка задачи оптимизации начинается с опре-
деления множества допустимых параметров, целевой 
функции и критерии оптимизации. Наши системные ре-
гуляторы разработаны так, что все коэффициенты, вхо-
дящие в  их структуру, должны быть положительными 
вещественными числами:

{ }| 0 .n
iX k k= ∈ >   (1)

Основная задача, выполняемая колёсными роботами 
в технологическом процессе, заключается в перемеще-
нии вдоль траектории. Требованием при выполнении 
поставленной задачи является минимальное отклоне-
ние от  заданного контура в  процессе перемещения. 
По  этой причине целевой функцией выбран квадрат 
среднеквадратичного отклонения (с. к. о.) [4, с. 3] от тра-
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ектории (контурная ошибка), а  критерием оптимиза-
ции — его минимум:

( ) ( )
( )

2 ,
min,

c c

c c

f k k
I f k

 = ε


= →
  (2)

где ( )2
c kε  — квадрат с. к. о. контурной ошибки; Ic — 

критерий оптимальности по контурной ошибке.

Кроме точности позиционирования относительно 
траектории существует также требование к  минималь-
ному угловому отклонению (угловой ошибке). Данный 
факт приводит нас к  необходимости ввести дополни-
тельную целевую функцию и  критерий оптимизации, 
которые будут определяться квадратом с. к. о. углового 
позиционирования:

( ) ( )
( )

2 ,

min,

f k k

I f k
β β

β β

 = ε


= →
  (3)

где ( )2 kβε  — квадрат с. к. о. ошибки углового позици-
онирования; Iβ  — критерий оптимальности по углово-
му позиционированию.

В современном мире, с  целью увеличения точности 
и  скорости обучения нейронных сетей, используют па-
кетную (batch) оптимизацию [5, 6]. Суть данного способа 
заключается в  обучении нейронной сети на  всех обу-
чающих выборках одновременно. Применим пакетную 
оптимизацию к  нашей задаче параметрической опти-
мизации системных регуляторов, т. к. процесс обучения 
нейронной сети и оптимизация параметров наших эле-
ментов системы управления, по  своей сути, процессы 
тождественные.

Пакеты формируются из  наборов траекторий и  за-
данных контурных скоростей. В  итоге получаем набор 
из нескольких критериев (2) и (3), что приводит нас к за-
даче многокритериальной оптимизации:

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
1 1, , , , , min,D D c cn nI I k k k kβ β= ε ε ε ε →    (4)

где ID — итоговый «суперкритерий»; 2
ciε  — квадрат 

с. к. о. контурной ошибки при i-ом испытании в  пакете; 
2

iβε  — квадрат с. к. о. углового позиционирования при 
i-ом испытании; n — количество элементов (испытаний) 
в одном пакете.

Решить поставленную задачу многокритериальной 
оптимизации нам поможет линейная свёртка критериев 
[7]:

( ) ( )( )2 2

1
min,

n

D ci ci i i
i

I k kβ β
=

= α ⋅ ε + α ⋅ ε →∑   (5)

ciα , iβα  — вещественный коэффициент i-го крите-
рия контурной ошибки и  углового позиционирования 
соответственно. Указанные вещественные коэффици-
енты определяют степень важности соответствующего 
критерия, их сумма равна 1, т. е. весовые коэффициенты 
должны принадлежать множеству A такому, что:

1 1
| , 0, 1 .

n n
n

ci i ci i
i i

β β
= =

   Α = α∈ α α > α + α =      
∑ ∑   (6)

Выражения (5) и  (6) называют взвешенной суммой 
критериев или аддитивная форма свёртки критериев, 
которая применяется в  задачах многокритериальной 
оптимизации [8, 9]. Примем все 

1
2ci i nβα = α =
⋅

, 

т. к. результаты всех испытаний в пакете, и по траек-
торной ошибке, и по угловому положению имеют для нас 
равную степень важности.

Докажем существования минимума гиперповерх-
ности критерия (5). Для этого будем считать целевую 
функцию критерия (5) как функцию многих переменных 

Рис. 1. Система согласованного управления электроприводами исследуемого колёсного робота
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от с. к. о. траекторной и угловой ошибки. Получим дваж-
ды дифференцируемую функцию:

( ) ( )2 2
1 1

1
, , , , , .

n

D c cn n ci ci i i
i

I f β β β β
=

= ε ε ε ε = α ⋅ ε + α ⋅ ε∑    (7)

Необходимое условие существования локального 
экстремума гласит, что функция

 ( )1 1, , , , ,D c cn nI f β β= ε ε ε ε   

имеет в точке 

( )* * * * *
1 1, , , , ,D c cn nI β βε ε ε ε   

локальный экстремум если дифференциал в этой точ-
ке ( )*

D DdI I  равен нулю или не существует [10, с. 364]. 
Возьмём частные производные по всем ciε  и  iβε  от  DI  
и приравняв их к нулю:
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  (8)

Результат в (8) даёт возможность предположить, что 
точка 

( )* 0, ,0,0, ,0DI  
 

является локальным экстремумом. Данный факт не-
обходимо подтвердить (точка *

DI  может быть, к приме-
ру, седловой) и  определить, что *

DI  является именно 
точкой минимума, а не максимума. С этим нам поможет 
достаточное условие существования локального экс-
тремума, которое гласит, что если второй дифференци-
ал 

( )2 *
D Dd I I  

от  всех переменных cidε  и  id βε  в  точке экстрему-
ма *

DI  является положительно определённой формой, 
то функция 

( )1 1, , , , ,D c cn nI f β β= ε ε ε ε   

имеет локальный минимум в точке *
DI  [10, с. 365].

Рассматриваемая функция (7) является одним из ви-
дов квадратичной формы [11, с.  196], Гессиан которой 
(матрица Гессе), в любой точке будет выглядеть как ква-
дратная диагональная матрица с положительными эле-
ментами:
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(9)

По  критерию Сильвестра матрица (9) будет поло-
жительно определённой только при положительном 
значении всех её угловых миноров [11, с.  211]. Из  (6) 

, 0ci iβα α >
. Тогда, все миноры будут также строго 

больше нуля. Следовательно, (9) является положительно 
определённой, что в итоге приводит нас к выводу о на-
личии локального экстремума типа минимум функции 
(7) в точке 

( )* 0, ,0,0, ,0DI   . 

По этой причине критерий оптимизации (5) сходится 
к минимуму в 

( )* 0, ,0,0, ,0DI  

и мы можем применить её для нашего исследования.

Заключительным этапом нашей задачи является 
определения метода оптимизации. Наиболее популяр-
ными методами оптимизации остаются градиентные 
алгоритмы первого порядка [12, 13], среди которых мы 
возьмём метод сопряжённых градиентов в форме Флет-
чера-Ривса [14, с. 67–68], который производит движение 
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Рис. 2. Траектория для проведения параметрической оптимизации

а                                                                                                                                  б
Рис. 3. Поперечное отклонение от траектории центра корпуса при использовании нелинейного 
системного регулятора: а — до оптимизации параметров; б — после оптимизации параметров

а                                                                                                                                  б
Рис. 4. Поперечное отклонение от траектории центра корпуса при использовании нечёткого 

системного регулятора: а — до оптимизации параметров; б — после оптимизации параметров
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к минимуму вдоль ортогонального направления к полу-
ченным на предыдущих шагах:

( )( )
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1 1
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1

1

( ),

,

,

arg min ,
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i D i
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i i
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i i

i i i
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k k p

−

− −

−

−
α

−

= −∇


⋅β = ⋅
 = +β ⋅

α = + α ⋅

 = + α ⋅

  (10)

где i  — номер текущего шага оптимизации (поиска 
минимума); ki, ki–1 — значения параметров регуляторов 
на  текущем и  предыдущем шаге; ri, ri–1 — вектор анти-
градиента целевой функции на текущем и предыдущем 
шаге; β — коэффициент сопряжения; pi, pi–1 — направ-
ление движения к минимуму на текущем и предыдущем 
шаге; α — величина шага в сторону минимума. Шага дви-
жения к минимуму α будем находить комбинированным 
методом Брента [15, с. 61–81], сочетающий метод пара-
бол и золотого сечения.

Продемонстрируем применение метода (10) с крите-
рием (5) при помощи численных экспериментов на мо-
дель исследуемого колёсного робота [16] массой 100 кг. 
Составим пакет из траектории (рис. 2) и набора из четы-
рёх заданных контурных скоростей : 0,25, 0,50, 0,75 
и 1,00 метров в секунду. На рис. 2 буквами A, B, C, D и E 
обозначены точки сопряжения траекторий. Проведём 
оптимизацию параметров нелинейного и нечёткого си-
стемного регулятора для продольно-симметричной кон-
фигурации расположения приводных блоков 

( [ ]1 0.5, 0.0 TL = , [ ]2 0.5, 0.0 TL = − , 

в  метрах). Максимальное число шагов оптимизации 
равно девяти. Локальные регуляторы скорости элект-
родвигателей выбраны пропорционально-интегриру-
ющего типа с  настройкой на  модульный (технический) 
оптимум [17].

После проведения параметрической оптимизации 
построим графики поперечного отклонения центра кор-
пуса 0h∆  (в  метрах) от  пройденного пути S (в  метрах) 
при движении по  траектории на  расстояние 25 метров 
с контурной скоростью 1,00 метров в секунду. Рис. 3 де-
монстрирует результаты численных экспериментов, при 
управлении роботом нелинейным системным регулято-
ром, рис. 4 — при использовании нечёткого системного 
регулятора.

Представленные результаты численных эксперимен-
тов для всех конфигураций расположения приводных 
блоков робота демонстрируют уменьшение контурной 
ошибки и  стабильное движение. Поперечное отклоне-
ние не превышает 0,20 метра для нелинейного систем-
ного регулятора и 0,05 метра для нечёткого. Уменьшить 
данные показатели можно путём увеличения числа ша-
гов и точности оптимизации.

В  результате проведённого исследования был вы-
веден критерий параметрической оптимизации си-
стемных регуляторов исследуемого четырёхколёсного 
мобильного робота с двумя дифференциальными при-
водными блоками. Полученная комбинация критерия 
и  метода минимизации позволяет уменьшить контур-
ную ошибку центра корпуса при использовании раз-
личной структуры системного регулятора. Дальнейшие 
исследования будут направлены на внедрение данного 
способа поиска параметров в  промышленные колёс-
ные.
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