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Аннотация. В настоящее время применение вычислительных систем с ге-
терогенной архитектурой становится более востребованным. Технология 
CUDA применяется к огромному количеству задач, в том числе и в финансо-
вой математике. В работе рассматриваются различные методы финансовой 
математики. Для построения моделей ценообразования опционов исполь-
зуется метод Монте-Карло. Эти алгоритмы хорошо подходят для реализации 
на графических процессорах, поскольку они основаны на большом количе-
стве независимых операций. Проведен анализ эффективности использова-
ния графических процессоров в задачах финансовой математики.
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Введение

Внастоящее время, в  связи с  увеличением вычис-
лений, важной проблемой стала эффективная 
реализация моделей, используя современные 

устройства. Как известно, в  финансовом мире время 
играет очень важную роль, любая задержка в обработке 
информации может привести к  огромным экономиче-
ским потерям. Поэтому для более эффективной работы 
используются технологии параллельных вычислений. 
Эффективным способом решения таких задач является 
ускорение на графических процессорах. Таким образом 
можно получить достаточно точные результаты с мини-
мизацией времени.

Одним из  важнейших и  эффективных инструментов 
финансовой математики, предназначенных для страхо-
вания рисков, и, в свою очередь, ставшие объектом тор-
говли, являются опционы. Так как сделки с  опционами 
также рискованны, проблема определения справедли-
вой цены опциона является весьма актуальной.

Существуют разные виды опционных контрактов, их 
главное отличие состоит в  определении срока и  цены 
исполнения. Чтобы сравнить эффективность примене-
ния графических процессоров в задачах финансовой ма-
тематики, расчеты проводились для европейского и ази-
атского опционов. Европейский контракт исполняется 
строго в день экспирации, а цена исполнения азиатского 

опциона определяется средней стоимостью базового 
актива за определённый период времени.

Методы финансовой математики 
и алгоритмы вычислений

Существующие методы финансовой математики для 
оценки любых опционов можно разделить на две основ-
ные группы: аналитические и численные методы.

Аналитические методы — это оценка с  использова-
нием математически полученных формул, которые по-
зволяют мгновенно получить значение опциона, однако, 
доступны эти методы для очень ограниченного набора 
опционных контрактов (европейские и некоторые экзо-
тические варианты). Примером такой формулы является 
модель Блэка-Шоулза-Мертона.

Численные методы включают биномиальный метод, 
метод конечных разностей и метод Монте-Карло. Их пре-
имущество в том, что они позволяют оценить стоимость 
любых опционов и  деривативов. Однако точность этих 
методов, как правило, не  идеальна. Также они требуют 
большего расчета и времени для получения результата.

В  данной работе для программной реализации ис-
пользуется метод Монте-Карло. Суть этого метода со-
стоит в  оценке математического ожидания выплаты, 
которую опцион сгенерирует для своего владельца, 
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многократно генерируя возможные ценовые пути дви-
жения акции. Алгоритмы определения цен с  использо-
ванием метода Монте-Карло реализованы с  помощью 
стохастического дифференциального уравнения.

Рассматривая опцион европейского типа, модель 
Блэка-Шоулза-Мертона соответствует следующему сто-
хастическому дифференциальному уравнению:

( ) ( ) ( ),dS t rS t dt dB tσ= +   (1)

где B(t) — стандартный винеровский процесс, B(t)~N(0, 1);
S — цена базового актива в момент времени t;
r — годовая безрисковая процентная ставка.

В этом случае формула цены базового актива в день 
экспирации выглядит следующим образом:

2

2
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S T S e
σ σ ε

 
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 =   (2)

где ε — случайная величина, распределенная по нор-
мальному закону (распределение Гаусса), σ — среднеква-
дратическое отклонение доходности базовой акции.

Применение метода Монте-Карло для европейских 
опционов описывается следующим алгоритмом:

1. 1. сгенерировать n случайных чисел для ε;
2. 2. используя формулу (2), вычислить цену базового 

актива S(T) для каждого значения ε;
3. вычислить среднее значение цены базового акти-

ва Scp;
4. по формуле (3) вычислить цену опциона C:

  (3)

Используя метод Монте-Карло для азиатского опци-
она, необходимо сгенерировать случайный временной 

ряд для цены базового актива за весь период времени. 
Необходимо разделить этот период времени на  m ча-
стей. Тогда шаг 

Tt
m

∆ = . 

В  каждый момент времени цена будет зависеть 
от  цены на  предыдущем шаге. Формула цены базового 
актива выглядит следующим образом:
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где ∆t — промежуток времени между двумя измере-
ниями цены.

Алгоритм для вычисления цены азиатского опциона 
с  применением метода Монте-Карло выглядит следую-
щим образом:

1. 1. сгенерировать m случайных чисел ε и найти для 
каждого из  них значение цены базового актива 
по формуле (4), (i=0, 1, …, m);

2. 2. по  следующей формуле находим среднее ариф-
метическое значение полученного ряда:
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3. 3. повторить п. 1 и п. 2 n раз;
4. 4. вычислить цену опциона C по формуле:
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Вычислительные системы 
и программная реализация.

Вычислительные системы — это совокупность ап-
паратных и  программных средств, используемые для 

Рис. 1.Методы финансовой математики
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решения различных задач. Отличительная особенность 
вычислительных систем по  отношению к  электрон-
но-вычислительным машинам заключается в  наличие 
в  них нескольких вычислителей, реализующих парал-
лельную обработку. Основной проблемой в  области 
суперкомпьютерных технологий является повышение 
производительности системы.

На основе принципов конвейерной обработки и су-
перскалярности были созданы микропроцессоры (CPU) 
и, позднее, графические ускорители (GPU). Использова-
ние графического процессора подходит не  только для 
ускорения трёхмерной графики, но и для решения задач 
с высокой степенью параллелизма.

Современные графические процессора имеют вы-
сокую скорость доступа к  модулям памяти, обработка 
больших объёмов данных может происходить парал-
лельно, а производительность достигает высоких значе-
ний.

Первоначально CPU и  GPU создавались для опре-
деленного класса задач, а  системы были однородными 
(состоящими из  одного или нескольких компьютеров 
с  одинаковой архитектурой). В  настоящее время часто 
используют гетерогенные системы. Гетерогенные систе-
мы могут использовать универсальный процессор CPU 
и графический GPU совместно.

Стандартной гетерогенной системой является со-
вокупность одного CPU и одного или более GPU. Одна-
ко GPU используется как сопроцессор к  центральному 
процессору, который является «хостом», и  называется 
«устройством».

GPGPU (General Purpose computing for GPU) — это тех-
ника использования GPU для расчетов, которые обычно 
выполняются на CPU.

Существуют различные платформы для GPGPU, такие 
как OpenCL, AMD FireStream, Nvidia CUDA и другие.

В  данной работе используется платформа Nvidia 
CUDA  (Compute Unified Device Architecture). CUDA  ис-
пользует CPU и  GPU: на  CPU выполняется последова-
тельная часть кода, на  GPU — параллельные участки 
кода, выполняемые одновременно несколькими пото-
ками.

Для запуска параллельной реализации алгоритма ис-
пользованы GPGPU NVidia Tesla M2050.

Для генерации случайных чисел с  равномерным 
и  нормальным распределением на  GPU используется 
библиотека cuRAND.

Для симуляции Монте-Карло используется квазис-
лучайный генератор. Генератор квазислучайных чисел 
умeньшает вероятность повторного появления слу-
чайного числа, поэтому этот генератор покрывает про-
странство равномернее.

Для того чтобы использование GPU было эффектив-
ным, необходимо использовать некоторые оптимизи-
рованные под него параллельные алгоритмы. В  работе 
используются два алгоритма обработки массивов — па-
раллельной редукции и префиксных сумм.

Численные эксперименты.

Все вычисления произведены для опциона «колл». 
Опцион «колл» дает право купить актив в будущем пo за-
ранее установленной цене.

Начальные данные представлены ниже:
 ♦ цена базового актива S0 = 100;
 ♦ цена исполнения опциона K = 110;
 ♦ время до истечения срока действия опциона T = 

1 год;
 ♦ среднеквадр. отклонение доходности базовой ак-

ции σ = 0,3;
 ♦ безрисковая процентная ставка r = 0,1.

Подставив эти данные в формулу Блэка-Шоулза-Мер-
тона,
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получим следующие значения:
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Таким образом, цена европейского опциона с такими 
исходными данными равна 12.13

Изначально было сгенерировано малое количество 
случайных чисел. Из-за этого сходимость к значению, по-
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Рис. 2. Оценка европейского опциона методом Монте-Карло (вар. 1)

Рис. 3. Оценка европейского опциона методом Монте-Карло (вар. 2)
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лученному по формуле Блэка-Шоулза-Мертона, недоста-
точная. На рис. 2 изображен график, на котором красной 
линией обозначено это значение.

Если количество случайных величин увеличить, 
то сходимость будет намного больше. На рис. 3 изобра-
жен такой график. Можно заметить, что при количестве 
случайных величин, равных 20  млн., сходимость доста-
точно высокая.

Также важной задачей является сравнить скорость 
вычислений на CPU и GPU. Сравнительный анализ пред-
ставлен в табл. 1:

Таким образом, при 361 тыс. случайных чисел, уско-
рение равно 4.5, а при 20.2 млн. — 104.

Следовательно, использование GPU для вычисления 
цены европейского опциона является эффективным.

Стоит заметить, что с  увеличением количества 
случайных чисел ускорение на  GPU возрастает. Это 
можно заметить на графике рис. 4. CPU исполняет по-
ток инструкций последовательно, несмотря на  мак-
симальную производительность. В то время как GPU 
исполняет большое количество потоков параллель-
но.

Таблица 1. Сравнительный анализ скорости вычислений на CPU и GPU, европейский опцион
Кол-во случайных чисел Время на CPU, мс Время на GPU, мс
361 000 59 13
2 762 600 397 14
6 892 600 991 19
10 893 600 1602 22
15 253 600 2276 27
20 296 000 3122 30

Рис. 4. Ускорение вычислений на GPU
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Для азиатского опциона вычисления сложнее, необ-
ходимо считать цену базового актива для каждого отрез-
ка времени.

В  расчетах используются те  же начальные данные. 
Среднее значение такого опциона равно 3.95. На гра-
фике рис.  5 представлена сходимость к  этому значе-
нию.

Сравнительный анализ скорости вычислений на CPU 
и GPU представлен в табл. 2:

Среднее ускорение равно 2. Следует отметить, что 
по  сравнению с  европейским вариантом ускорение 
значительно ниже. Причины этого — характеристики 
азиатских опционов. Как упоминалось ранее, на каждой 
итерации необходимо рассчитать промежуточное зна-

Таблица 2. Сравнительный анализ скорости вычислений на CPU и GPU, азиатский опцион

Кол-во случайных чисел Время на CPU, мс Время на GPU, мс

361 000 57 139

2 762 600 368 194

6 892 600 919 493

10 893 600 1472 785

15 253 600 2165 1143

20 296 000 2984 1530

Рис. 5. Оценка азиатского опциона методом Монте-Карло
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чение цены базового актива и  использовать алгоритм 
префиксных сумм.

График на рис. 6 показывает, как меняется скорость 
расчета цены азиатского опциона в зависимости от ис-
пользования разных процессоров.

Следовательно, использование GPU для вычисления 
цены азиатского опциона с  помощью стохастического 
дифференциального уравнения является неэффективным.

Выводы.

В данной работе были проведены численные экспе-
рименты с  использованием технологии CUDA. Показа-
ны методы Монте-Карло для расчета цен европейских 
и азиатских опционов с использованием стохастических 
дифференциальных уравнений. Проведен анализ эф-

фективности использования графических процессоров 
в задачах финансовой математики.

Были достигнуты следующие результаты программ-
ной реализации методов Монте-Карло на модуле обра-
ботки NVidia Tesla M2050 GPGPU:

 ♦ ускорение в 104 раза для расчетов цен европей-
ских опционов с использованием стохастическо-
го дифференциального уравнения;

 ♦ ускорение в 2 раза для расчетов цен азиатских оп-
ционов с использованием стохастического диф-
ференциального уравнения.

В  результате вычислительных экспериментов 
по  расчету цены азиатского опциона с  использовани-
ем стохастического дифференциального уравнения ис-
пользование графического процессора оказалось неэф-
фективным.
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