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Аннотация. В данной работе описано использование модифицированной модели атома по
Н. Бору для расчета энергии ионизации внешнего электрона трехэлектронных систем типа
1s

2
2s

1
 (Li, Be

+
, B

+2
, C

+3
). Наряду с классическими уравнениями Бора модель включает мо-

дифицированное уравнение электростатического взаимодействия, экспериментальное
уравнение для вычисления поправки к полной энергии спаренных электронов, специальную
функцию для нахождения квантованного радиуса орбиты электрона. Модель не содержит
каких-либо вариационных коэффициентов. Относительная погрешность в вычислениях со-
ставила не более 1,3 % отн.
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Calculation of Ionization Energy of Three-Electronic 
Systems on the Basis of the Bohr's Modified Atom Model
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Abstract. In the article is used the Bohr's modified atom model for calculation of ionization en-
ergy of external electron in three-electronic systems of type 1s

2
2s

1
 (Li, Be

+
, B

+2
, C

+3
). Alongside

with the classical equations of N. Bohr the model includes the modified equation of electrostatic
interaction, the experimental equation for calculation of the amendment to full energy of coupled
electrons, special function for a finding of quantized radius of an electron orbit. The model does
not contain any variational factors. The relative error in calculations has made no more than
1.3 %.

Key words: Ionization Energy, quantum-mechanical calculation, lithium, beryllium, boron,
carbon

Ââåäåíèå

1913 ã. Ниëüсоì Бороì на основе

преäставëений Резерфорäа быëа преä-

ëожена ìоäеëü строения атоìа [1], со-

ãëасно которой эëектрон в атоìе обращается

вокруã яäра по круãовой орбите так, ÷то сиëа

эëектростати÷ескоãо притяжения равна öен-

тробежной сиëе. На основе этой теории иì

быëа построена ìоäеëü атоìа воäороäа, кото-

рая äает превосхоäнуþ схоäиìостü с экспери-

ìентаëüныìи äанныìи. Анаëоãи÷ные резуëü-

таты ìоãут бытü поëу÷ены и äëя äруãих оäно-

эëектронных систеì (ионов). Но в сëу÷ае

ìноãоэëектронных систеì резуëüтаты оказы-

ваþтся неуäовëетворитеëüныìи и в настоящее

вреìя теория Бора не иìеет практи÷ескоãо

зна÷ения. Оäнако то высокое совпаäение ìеж-

äу рас÷етаìи и экспериìентоì, которое äает

теория Бора в сëу÷ае оäноэëектронных систеì,

вряä ëи явëяется сëу÷айныì.

Ранее автороì быëо показано, ÷то основ-

ной при÷иной неуäовëетворитеëüноãо описа-

ния на основе теории Бора сëожных систеì

явëяется неаäекватностü äанныì систеìаì

B
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уравнения Куëона [2]. Наряäу с этиì быëо

преäëожено рассìатриватü спаренные эëект-

роны как квази÷астиöы и найäено уравнение,

позвоëяþщее вы÷исëитü поправку к Боровс-

кой энерãии ионизаöии эëектрона в äвух-

эëектронных систеìах [3]. С испоëüзованиеì

указанных усоверøенствований быëа пост-

роена ортоãонаëüная ìоäеëü ìоëекуëы воäо-

роäа, äаþщая ìежъяäерное расстояние, соот-

ветствуþщие ìиниìуìу энерãии систеìы,

равное 0,87 Е по сравнениþ с экспериìен-

таëüныì зна÷ениеì 0,74 Е, и энерãиþ связи

7,23•10–12 эрã по сравнениþ с экспериìен-

таëüныì зна÷ениеì 7,19•10–12 эрã [2].

В äанной работе те же поäхоäы приìенены

к трехэëектронныì систеìа — атоìу ëития и

ионаì ãеëия, бериëëия, бора и уãëероäа. Вви-

äу тоãо, ÷то взаиìоäействие ìежäу спаренны-

ìи эëектронаìи не впоëне понятно, äëя вы-

÷исëения их энерãии быë испоëüзован поëу-

эìпири÷еский поäхоä.

1. Àëãîðèòìû ðàñ÷åòîâ

1.1. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Áîðà

В теории Бора эëектрон äвижется вокруã

яäра по круãовой орбите так, ÷то сиëа эëект-

ростати÷ескоãо притяжения уравновеøена

öентробежной сиëой (в систеìе СГСЭ) [1]:

Ze
2/r 2 = meu

2/r, (1)

ãäе Z — атоìный ноìер, а e, me, u и r — со-

ответственно заряä, ìасса, скоростü и раäиус

орбиты эëектрона.

Моìент коëи÷ества äвижения эëектрона

пропорöионаëен h/2π [1]:

meurn = nh/2π, (2)

ãäе n — öеëое ÷исëо, равное ноìеру орбиты,

h — постоянная Пëанка.

В резуëüтате преобразований поëу÷аеì

[4, с. 31]:

rn = . (3)

Энерãия эëектрона равна суììе кинети-

÷еской и потенöиаëüной энерãии, а из ра-

венства (1) сëеäует, ÷то кинети÷еская энерãия

равна поëовине абсоëþтноãо зна÷ения по-

тенöиаëüной энерãии. Исхоäя из этоãо, ìы

поëу÷аеì уравнение äëя энерãии эëектрона

на орбите n [4, с. 31]:

En = EK + EP = – . (4)

1.2. Óðàâíåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî 
âçàèìîäåéñòâèÿ

У÷еные МГУ [5, с. 268] провоäят анаëоãиþ

ìежäу небесной и воëновой ìеханикой, ука-

зывая, ÷то в небесной ìеханике ÷исто теоре-

ти÷еский поäхоä не позвоëяет поëу÷итü то÷-

ное описание äвижения небесных теë. При-

÷ина этоãо в тоì, ÷то уравнение Нüþтона не

позвоëяет реøитü заäа÷у трех теë. Уравнение

Куëона:

FE = q1q2/ , (5)

ãäе q1 и q2 веëи÷ины взаиìоäействуþщих за-

ряäов, а r12 — расстояние ìежäу ниìи, ана-

ëоãи÷но уравнениþ Нüþтона и также непри-

ãоäно äëя сëожных систеì.

В работе [2] äëя описания эëектростати-

÷ескоãо взаиìоäействия ìежäу заряäаìи 1 и 2

в присутствии заряäа 3 быëо испоëüзовано

уравнение:

F12 = q1r12 q2/ + q3cosβ/ , (6)

ãäе: r12 и r23 — расстояния ìежäу заряäаìи 1

и 2, 2 и 3 соответственно; β — уãоë ìежäу r12
и r23.

1.3. Ýíåðãèÿ ñïàðåííûõ ýëåêòðîíîâ

Сëеäует признатü, ÷то прироäа взаиìо-

äействия эëектронов, заниìаþщих оäну ор-

биту ("спаренных" эëектронов), не впоëне

понятна. Поэтоìу äëя вы÷исëения их энерãии

ионизаöии испоëüзуþт эìпири÷еские зависи-

ìости [6]. В работе [3] быëо показано, ÷то с

высокой то÷ностüþ (R2 = 1.00000) энерãия

ионизаöии äвухэëектронных ÷астиö (H–, He,

n
2
h

2

4π2
meZe

2
--------------------------

2π2
mZ

2
e
4

n
2
h

2
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Li+, Be+2) ìожет бытü вы÷исëена по уравне-

ниþ (в эрãах):

IDE = 2,17953•10–11
Z

2 +

+ 2,71978•10–11
Z – 6,60977•10–12, (7)

ãäе Z — заряä яäра.

При этоì разниöа ìежäу экспериìентаëü-

ныì зна÷ениеì энерãии ионизаöии и зна÷е-

ниеì, вы÷исëенныì по уравнениþ Бора (3),

равна, эрã:

ΔEI = 1,440•10–19/rZ – 6,620•10–12, (8)

ãäе rZ — Боровский раäиус орбиты эëектрона.

1.4. Êâàíòîâàííîå çíà÷åíèå ðàäèóñà 
îðáèòû ýëåêòðîíà [7]

Как быëо указано выøе, раäиус орбиты

эëектрона опреäеëяется оäнозна÷но с оäной

стороны равенствоì сиëы эëектростати÷ес-

коãо взаиìоäействия öентробежной сиëе (1),

а с äруãой стороны, веëи÷иной ìоìента ко-

ëи÷ества äвижения, опреäеëяеìой уравнени-

еì (2).

В общеì виäе ìы ìожеì записатü:

FE = meu
2/rZ. (9)

Выразив веëи÷ину скорости из уравнения

(2), поäставив ее в уравнение (9) поëу÷иì:

FE = . (10)

Разäеëив обе ÷асти уравнения (10) на e2 за-

ìетиì, ÷то правая ÷астü уравнения соäержит

выражение äëя r1 (сì. уравнение (3)) в атоìе

воäороäа, которое обы÷но обозна÷аþт как a0:

= = . (11)

Дëя систеì, состоящих из ìноãих ÷астиö,

выражение äëя FE ìожет бытü весüìа сëож-

ныì, ÷то затруäняет анаëити÷еское реøение

уравнения (11). Но ìы ìожеì ввести спеöи-

аëüнуþ функöиþ — ϕ(rZ) — и найти ее коренü,

т. е. зна÷ение rZ при котороì зна÷ение функ-

öии равно нуëþ, ÷исëенно с приìенениеì

ЭВМ. Это зна÷ение rZ и буäет квантованныì

зна÷ениеì раäиуса орбиты эëектрона.

ϕ(rZ) = n
2
a0 – FE (rZ)/e

2. (12)

2. Ìîäåëü òðåõýëåêòðîííîé ñèñòåìû

В ìоäеëи Бора эëектроны äвижутся по

круãовыì орбитаì. Дëя äвухэëектронной

систеìы (нижних эëектронов, обозна÷аеìых,

обы÷но, как 1s
2) возìожно äва варианта:

1) оäна орбита нахоäится внутри второй и

2) обе орбиты нахоäятся в параëëеëüных

пëоскостях, сäвинутых относитеëüно яäра.

Поскоëüку в рассìатриваеìой ìоäеëи ìы от-

казаëисü от анаëиза взаиìоäействия спарен-

ных эëектронов, а в уравнениях (7) и (8) ис-

поëüзуется оäна и та же веëи÷ина раäиуса ор-

биты эëектронов, то ìы выбираеì второй

вариант.

Орбиту внеøнеãо эëектрона (2s) ìы распо-

ëожиì в пëоскости, параëëеëüной пëоскостяì

нижних эëектронов, прохоäящей ÷ерез яäро.

В итоãе ìы поëу÷иì ìоäеëü, которуþ ëоãи÷но

назватü триöикëи÷еской (сì. рисунок).

Заряä эëектрона на круãовой орбите ëо-

ãи÷но рассìатриватü как распреäеëенный.

Это ìожет бытü обусëовëено как воëновыìи

свойстваìи эëектрона, так и еãо высокой ско-

ростüþ äвижения по орбите (2,19•10
8
 сì/с в

атоìе воäороäа). Тоãäа сиëа со стороны яäра,

возäействуþщая на эëеìент заряäа внеøнеãо

эëектрона (инäекс 6 ), с у÷етоì возäействия

menh
2

4π2
me

2
rZ

3
----------------------

FE

e
2

------

n
2
h

2

4π2
mee

2
----------------------

1

rZ
3
-----

n
2
a0

rZ
3

------------

rZ
3

Òðèöèêëè÷åñêàÿ ìîäåëü:

1 — ÿäðî; 2 è 3 — îðáèòû 1s-ýëåêòðîíîâ; 4 è 5 — öåíòðû îðáèò
1s-ýëåêòðîíîâ; 6 — îðáèòà 2s-ýëåêòðîíà
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эëеìентов заряäа внутренних эëектронов

(инäексы 2 и 3 ) исхоäя из уравнения (6) буäет

описыватüся сëеäуþщиì образоì:

d
2
F61 = r61 Ѕ

Ѕ , (13)

ãäе dqi — эëеìенты заряäов эëектронов, rij —

расстояния ìежäу эëеìентаìи заряäов эëек-

тронов, β62 — уãоë ìежäу r61 и r62, β63 — уãоë

ìежäу r61 и r63.

Есëи принятü, ÷то заряä распреäеëен по ок-

ружности равноìерно, то веëи÷ина эëеìента

заряäа буäет равна dq = edα/2π, ãäе dα —

эëеìент окружности орбиты. Дëя тоãо ÷тобы

найти поëнуþ сиëу, необхоäиìо провести

интеãрирование по всеì треì окружностяì,

но поскоëüку орбиты нижних эëектронов

сиììетри÷ны, все своäится к äвойноìу ин-

теãрированиþ:

F61 = r61Ѕ

Ѕ dα6 – dα2dα6 =

= e
2
r61  – . (14)

В сëу÷ае нижних эëектронов в раìках äан-

ной ìоäеëи ìы у÷итываеì тоëüко вëияние

внеøнеãо эëектрона. Тоãäа сиëа притяжения

эëектрона к яäру буäет описыватüся уравне-

ниеì:

F21 = e
2
r21  – , (15)

ãäе γ26 — уãоë ìежäу r21 и r26.

Потенöиаëüнуþ энерãиþ заряäа ìы опре-

äеëиì как произвеäение сиëы, äействуþщей

на заряä, на расстояние от то÷ки возäействия

(яäра) äо заряäа:

EP, 6 = F61r61, (16)

а кинети÷еская энерãия буäет равна поëо-

вине абсоëþтноãо зна÷ения потенöиаëüной

энерãии.

В сëу÷ае нижних эëектронов öентр орбиты

не совпаäает с яäроì, и равновесие буäет

описыватüся сëеäуþщиì уравнениеì:

F21cosδ = meu
2/r24, (17)

ãäе δ — уãоë ìежäу r21 и r24.

Соответственно и кинети÷еская энерãия

нижних эëектронов опреäеëяется проекöией

F21 на r24:

EK, 2 = (F21r21cosδ)/2. (18)

Функöии äëя нахожäения квантованных

раäиусов орбит приобретут виä:

ϕ2(3)(rZ) = a0 – F21cosδ/e2
; (19)

ϕ6(rZ) = a0 – F61/e
2. (20)

В сëу÷ае 2s эëектрона ìы так же äоëжны

испоëüзоватü n = 1, так как в ìоäеëи Бора

квантовое ÷исëо n = 1 отве÷ает основноìу

состояниþ эëектрона, а боëüøие зна÷ения —

возбужäенныì.

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ îáñóæäåíèå

В рас÷етах быëи испоëüзованы сëеäуþщие

зна÷ения: me = 9,1091•10–28 ã, e = 4,803 Ѕ

Ѕ 10–10 сì3/2ã1/2с–1, с = 2,9979•1010 сì/с,

h = 6,6256•10–27 эрã·с [8]. Экспериìентаëü-

ные веëи÷ины энерãий ионизаöий взяты из

книãи [9]. Поиск кантованных зна÷ений r21 и

r61 провоäиëся на ЭВМ äëя усëовия

ϕ < 0,001a0 и с øаãоì π/1800 по α, 0,0001a0 по

r21 и 0,001r21 äëя r61.

В резуëüтате ìы поëу÷иëи набор реøений

äëя разëи÷ных расстояний ìежäу пëоскостя-

ìи орбит нижних эëектронов (табë. 1). Как

виäно из табëиöы, по ìере увеëи÷ения рас-

стояния ìежäу пëоскостяìи орбит нижних

эëектронов их раäиусы пëавно увеëи÷иваþт-

ся, ÷то связано с уìенüøениеì притяжения к

Zedq6
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3
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яäру. При этоì также возрастает раäиус ор-

биты внеøнеãо эëектрона, который оттаëки-

вается от яäра нижниìи эëектронаìи. Все это

веäет к увеëи÷ениþ энерãии систеìы. Так

при изìенении r45 от 0,01 äо 0,1а0 потенöи-

аëüная энерãия кажäоãо из нижних эëектро-

нов увеëи÷ивается от –39,35•10–11 äо

–37,76•10–11 эрã, а потенöиаëüная энерãия

верхнеãо эëектрона — от –2,366•10–11 äо

–2,332•10–11 эрã. Поправка к суììарной

энерãии нижних эëектронов изìеняется от

7,513•10–11 äо 7,263•10–11 эрã. В резуëüтате

поëная энерãия систеìы возрастает от

–33,04•10-11 äо –32,06•10–11 эрã.

Òàáëèöà 1

Ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ òðèöèêëè÷åêîé ìîäåëè àòîìà ëèòèÿ

r
45

, а
0

r
24

, а
0

r
61

, а
0

φ
6 E

Li
, эрã•10–11

I
Li

, эрã•10–11
 Оøибка 

вы÷исëения 
I
Li

,

0,001 0,333 1,357 0,0008 –33,04 1,301 +53

0,01 0,333 1,357 0,0009 –33,03 1,286 +51

0,02 0,333 1,357 0,0010 –32,99 1,254 +47

0,03 0,334 1,358 0,0009 –32,95 1,207 +42

0,04 0,334 1,359 0,0008 –32,87 1,131 +33

0,05 0,335 1,360 0,0007 –32,77 1,029 +21

0,06 0,337 1,361 0,0007 –32,67 0,927 +8,8

0,065 0,337 1,362 0,0009 –32,60 0,863 +1,3

0,07 0,338 1,363 0,0010 –32,55 0,808 –5,4

0,08 0,340 1,364 0,0009 –32,39 0,652 –24

0,09 0,341 1,366 0,0008 –32,19 0,446 –48

0,10 0,343 1,368 0,0008 –32,06 0,320 –63

0,20 0,404 1,420 –0,11 –27,37 –4,368 –613

0,30 0,449 1,513 –0,15 –24,69 –7,054 –928

Òàáëèöà 2

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýíåðãèé èîíèçàöèè òðåõýëåêòðîííûõ ñèñòåì

r
45

, а
0

r
24

, а
0

r
61

, а
0

φ
6 E

M
, эрã•10

–11
I
M

, эрã•10
–11

 Оøибка 
вы÷исëения 

I
M

, %

Атоì ëития

0,065 0,337 1,362 0,0009 –32,60 0,863 +1,3

Ион Be+

0,079 0,257 0,717 0,0008 –62,42 2,918 +0,1

Ион B+2

0,081 0,209 0,484 0,0005 –102,1 6,081 +0,1

Ион C
+3

0,080 0,177 0,362 0,0008 –151,6 10,29 –0,4
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Наиëу÷øая схоäиìостü с экспериìентаëü-

ныì зна÷ениеì поëной энерãии атоìа ëития

(+0,03 % отн.) äостиãается при r45, равноì

0,065а0. Вы÷исëенная при этоì энерãия ио-

низаöии атоìа составиëа 0,863•10–11 эрã, ÷то

на 1,3 % отëи÷ается от экспериìентаëüно

найäенной веëи÷ины. Данный резуëüтат яв-

ëяется боëее ÷еì уäовëетворитеëüныì, у÷и-

тывая, ÷то он поëу÷ен äëя ÷исто теорети÷ес-

коãо рас÷ета.

Анаëоãи÷ные рас÷еты быëи провеäены и

äëя некоторых äруãих трехэëектроных систеì

(сì. табë. 2). Дëя иона He– реøения отсутс-

твуþт.

Веëи÷ина энерãии ионизаöии атоìа ëития,

вы÷исëенная в раìках ìоäеëи Шреäинãера, со-

ставиëа 4,23 эВ [10, с. 86—91] (0,668•10–11 эрã),

÷то на 21,5 % отн. ìенüøе экспериìентаëü-

ноãо зна÷ения.

Âûâîä

Испоëüзование ìоäифиöированной ìоäе-

ëи Бора, в которой "спаренные" 1-s эëектро-

ны обращаþтся по параëëеëüныì орбитаì,

сäвинутыì относитеëüно яäра, позвоëяет

расс÷итатü энерãиþ ионизаöия внеøнеãо 2s

эëектрона в трехэëектронных систеìах типа

1s22s без испоëüзования вариаöионных коэф-

фиöиентов и итераöионных ìетоäов с отно-

ситеëüной поãреøностüþ, не превыøаþщей

1,3% отн.
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