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Ââåäåíèå

Ïðîöåäóðà ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè íåëè-
íåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî èçìåðåíèÿì - íåîáõî-
äèìûé ýòàï âîññòàíîâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà-
áëþäàåìîãî ïðîöåññà è åãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ [1-2].

Îñîáîå âíèìàíèå, â ïîñëåäíèå ãîäû, óäåëÿåòñÿ èäåí-
òèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ îäíîìåðíûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðà-
æåíèé [3-5]. Ïðè÷èíîé òàêîãî âíèìàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
íåñìîòðÿ íà îäíîìåðíîñòü òàêèõ îòîáðàæåíèé, îíè ïî-
çâîëÿþò îïèñûâàòü ñëîæíîå ïîâåäåíèå ìíîãèõ ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ [4, 6].

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò ðÿä ïðîáëåì, ñâÿ-
çàííûõ ñ çàäà÷åé èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ îäíîìåð-
íûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Îäíîé èç òàêèõ ïðîáëåì
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè, êîòî-
ðàÿ âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ [7]. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïîñâÿ-
ùåíî ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåìû, ïðè ýòîì øèðîêîå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè àëãîðèòìû ýëëèïñîèäàëüíîãî è
ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ [5, 8, 9].

Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ ýëëèïñîèäàëüíîãî è ãà-
ðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî
óìåíüøèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è ñî-
êðàòèòü ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Òåì íå ìåíåå, èñ-
êëþ÷èòü âñå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû, â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ, íå óäàåòñÿ.

Äðóãèì ïåðñïåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ èòåðèðîâàíèå õàîòè÷å-
ñêîãî îòîáðàæåíèÿ â îáðàòíîì âðåìåíè [4].

Îäíàêî ïî ïðè÷èíå íåîäíîçíà÷íîñòè îáðàòíîé ôóíê-
öèè äëÿ îäíîìåðíîãî õàîòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ, âñòàåò
âîïðîñ î âûáîðå îäíîãî èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé [4].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ñîâìåñòíî-
ãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îáðàòíîãî èòåðèðîâàíèÿ è ãà-
ðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ÷àñòè÷-
íî èñêëþ÷èòü íåîäíîçíà÷íîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ
îäíîãî èç îäíîìåðíûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé è ïîëó-
÷èòü àäåêâàòíóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòîðàÿ
îïèñûâàåò èñõîäíûé ïðîöåññ.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ, êîòîðûé
îïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíûì õàîòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì:

ãäå 
xk ∈ X - ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ;
λ∈∧ - ïàðàìåòð îòîáðàæåíèÿ.

Äàëåå â ðàáîòå ïîä õàîòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì (1)
áóäåì ïîíèìàòü ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå [6]:

Ðåàëèçàöèÿ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èçìåðåíèé:

ãäå 
vk - îøèáêè èçìåðåíèé. Àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î

ðåàëèçàöèè îøèáîê èçìåðåíèé vk ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ìíîæåñòâåííûõ îöåíîê Vk .

Ðåøåíèå çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè
ïðåäïîëàãàåò ïîëó÷åíèå îöåíîê 
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü èññëå-
äóåìîãî ïðîöåññà.

2. Ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ

Â ðàáîòå [5] ïðåäñòàâëåí ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî
îöåíèâàíèÿ, èäåÿ êîòîðîãî îñíîâàíà íà ìèíèìàêñíîì
ïîäõîäå [10] è ÿâëÿåòñÿ åãî îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé îäíî-
ìåðíûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Êðîìå èçìåðåíèé yk,
àëãîðèòì ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà òðåáóåò íàëè÷èÿ àïðè-
îðíîé èíôîðìàöèè î íà÷àëüíîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé
ñîñòîÿíèÿ x0, ïàðàìåòðå λ è îøèáêàõ èçìåðåíèé vk, êîòî-
ðàÿ çàäàåòñÿ â âèäå ìíîæåñòâ X0, ∧0 è Vk ñîîòâåòñòâåí-
íî [5]. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñ-
òâåííûå îöåíêè (èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà) Xk è ∧k.

Àëãîðèòì ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ ìîæíî ðàç-
äåëèòü íà ýòàï ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ýòàï êîððåêòèðîâêè.
Íà ýòàïå ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå ìíî-
æåñòâà ïðîãíîçîâ Xk/k�1 íà îñíîâå  ìíîæåñòâ Xk�1 è ∧k.-1:

ãäå

- ìíîæåñòâî ïðîãíîçîâ, êîòîðîå ïîñòðîåíî äëÿ êîí-
êðåòíîãî çíà÷åíèÿ λ. Çàòåì ñëåäóåò ýòàï êîððåêòèðîâêè,
íà ïåðâîì øàãå êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ñîâìåñò-
íîå ñ èçìåðåíèÿìè Yk:

Äàëåå ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå èíôîðìàöèîííûõ ìíî-
æåñòâ Xk è ∧k:

Ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà Xk è ∧k ãàðàíòèðîâàííî ñî-
äåðæàò èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ xk è
ïàðàìåòðà λ.

3. Ìåòîä îáðàòíîãî èòåðèðîâàíèÿ

Êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì â èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåò-
ðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà, ïî
êîíå÷íîìó ÷èñëó èçìåðåíèé, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) [7]. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü - îä-
íîìåðíîå õàîòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, òî çàäà÷ó ÌÍÊ
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ãäå  f(k) � k-ÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ; x0 - íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ; λ - ïàðàìåòð îòîáðà-
æåíèÿ.

Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìíî-
ãîýêñòðåìàëüíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè (ðèñ.  1à), ïðè÷èíîé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü õàîòè÷åñêèõ îòîáðà-
æåíèé ê ìàëûì èçìåíåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé [5].

Ïðîáëåìó ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè âîçìîæíî ðàçðå-
øèòü (ðèñ.  1á), åñëè èñïîëüçîâàòü ÌÍÊ ñîâìåñòíî ñ èòå-
ðèðîâàíèåì õàîòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ â îáðàòíîì âðå-
ìåíè [4]:

ãäå  f(k) � k-ÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ â îáðàòíîì âðå-
ìåíè; xN - çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ â N-ûé ìî-
ìåíò âðåìåíè; λ - ïàðàìåòð îòîáðàæåíèÿ. Íî äàííûé
ïîäõîä èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê, âûçâàííûé íå-
îäíîçíà÷íîñòüþ îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ õàîòè÷åñêèõ îò-
îáðàæåíèé. Ïðè÷åì, íåêîððåêòíûé âûáîð îäíîãî èç âîç-
ìîæíûõ ðåøåíèé ìîæåò çíà÷èòåëüíî óõóäøèòü ðåçóëüòà-
òû îöåíèâàíèÿ [4].

4. Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ

Ïðîáëåìó íåîäíîçíà÷íîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ õà-
îòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ (2) óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü ïóòåì
ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà uk, çíà÷åíèå êîòî-
ðîãî ðåøàåò âîïðîñ î âûáîðå îäíîãî èç âîçìîæíûõ ðå-
øåíèé. Äàëåå ïàðàìåòð uk áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿþùèì
ïàðàìåòðîì. Ïðè ýòîì îáùèé âèä îáðàòíîãî îòîáðàæå-
íèÿ ñ ó÷åòîì ïàðàìåòðà uk ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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Риcунок 1. Целевые функции в прямом (а) и обратном (б) времени для идентификации параметров
модели хаотического процесса (2) c начальными условиями x0=0.6, λ=3.75 (число измерений N=50)

Риcунок 2. Исходный процесс xk и измерения yk .

Риcунок 3. Ошибки измерений vk и границы множеств Vk .
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x X x Xk k k k= =max min ,       è

ãäå xk+1=(xk+1, λ) - ðàñøèðåííûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ;
uk - óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð.

Ôîðìèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàðàìåòðîâ
ukïðîèñõîäèò íà îñíîâå èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ xk è
ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ (2), äëÿ êîòîðîãî îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â íåÿâíîì âèäå:

ãäå xk+1 - çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åí-
íîå íà (k+1)-îì øàãå.

Îòìåòèì, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ (11) ñèììåòðè÷íû äðóã
äðóãó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé xk=1/2. Îñíîâûâàÿñü íà äàí-
íîì ôàêòå, ïðîâåäåì êëàññèôèêàöèþ ìíîæåñòâ xk .
Ïóñòü

òîãäà êëàññîì ëåâûõ ìíîæåñòâ áóäåì íàçûâàòü ìíî-
æåñòâà xk, äëÿ êîòîðûõ 

Àíàëîãè÷íî êëàññîì ïðàâûõ ìíîæåñòâ áóäåì íàçû-
âàòü âñå ìíîæåñòâà xk, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Òàêæå èìååò ìåñòî ñëó÷àé, êîãäà
ìíîæåñòâî xk ïðèíàäëåæèò îáîèì êëàññàì 

íî íà ïðàêòèêå òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò äîñòàòî÷íî
ðåäêî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííîé âûøå êëàññèôèêà-
öèåé ââåäåì ôóíêöèþ êëàññèôèêàöèè (12).

Ïóñòü Ak=f(xk), òîãäà íà îñíîâå ìíîæåñòâ Ak ïîñòðîèì
ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U ðàâíà 2n, ãäå n - ÷èñëî ìíî-
æåñòâ Ak, ìîùíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 2. Äàëåå âûáðàâ âñå
ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà U, áåç ïîâòîðåíèé, ïîëó÷èì êî-
íå÷íûé íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óïðàâëÿþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ (óïðàâëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) 

Ïîñëå ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ui, îïðåäåëèì ôóíêöèè, îáðàòíûå õàîòè÷åñêîìó
îòîáðàæåíèþ (2):

ãäå            - k-ûé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè uj. Îïóñòèâ àðãóìåíò  

êàæäóþ èç ôóíêöèé (14) çàïèøåì â âèäå îòîáðàæå-
íèÿ:

ãäå j - íîìåð óïðàâëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uj.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ âçâåøåííûé МНК, ðåøèì çàäà÷ó

ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè äëÿ êàæäîãî èç ïîëó-
÷åííûõ îòîáðàæåíèé (15):

ãäå
XN è ∧ - èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà;

Ðåøèâ êîíå÷íîå ÷èñëî çàäà÷ (16), íåîáõîäèìî âû-
áðàòü ðåøåíèå îäíîé èç íèõ, êîòîðîå ìàêñèìàëüíî òî÷íî
îïèñûâàåò èñõîäíûé ïðîöåññ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîå
ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

Â çàâåðøåíèè, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü uj, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì ïðè
ïîñòóïëåíèè íîâûõ èçìåðåíèé.

5. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ñîâìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäîâ îáðàòíîãî èòåðèðîâàíèÿ è ãàðàíòèðîâàííîãî
îöåíèâàíèÿ íà ïðàêòèêå. Â êà÷åñòâå èññëåäóåìîãî ïðî-
öåññà ïðèìåì ìîäåëüíûé ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé îòîá-
ðàæåíèåì (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0=0.6,  λ=3.75 è
N=50 (ðèñ.  2).

Èíôîðìàöèÿ î èññëåäóåìîì ïðîöåññå äîñòóïíà â âè-
äå êîíå÷íîãî ÷èñëà èçìåðåíèé  . 

Ðåàëèçàöèÿ îøèáîê 
â èçìåðåíèÿõ                            ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåëûé
ãàóññîâñêèé øóì (ðèñ.  3) c íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì δ=0.04

(îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì ñîñòàâèëî 15 äÁ).

Â õîäå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè èçìåðåíèé   

àëãîðèòìîì ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ, áûëè ïî-
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x
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ëó÷åíû ìíîæåñòâåííûå îöåíêè ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ xN

è ïàðàìåòðà λ:
XN=[0.90653;0.90661];

∧=[3.74999; 3.75001].

Ïîèñê òî÷å÷íûõ îöåíîê çíà÷åíèé XN è λ áûë îðãàíè-
çîâàí â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå ñïîñî-
áîì ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îáðàòíîãî èòå-
ðèðîâàíèÿ è ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ. 

Â ðåçóëüòàòå ïîèñêà ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå òî÷å÷íûå
îöåíêè xN è λ:

xN=0.90662; λ=3.7499998.

Àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ ïåðåìåííîé
ñîñòîÿíèÿ xN è ïàðàìåòðà λ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì
2*10
5 è 2*10
7.

Çàêëþ÷åíèå

Ðåøåíà ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòè îáðàòíîé ôóíê-
öèè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôè-
êàöèè îäíîìåðíîãî õàîòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ (2) ìåòî-
äîì îáðàòíîãî èòåðèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå

ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
ìåòîäà îáðàòíîãî èòåðèðîâàíèÿ ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì
ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ. Áëàãîäàðÿ ñîâìåñòíîìó
èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäîâ, íåîäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îáðàò-
íàÿ õàîòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ (2), ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
(ïðè÷åì ÷èñëî òàêèõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
ìàëî ïðè óñëîâèè ìàëîãî ÷èñëà èçìåðåíèé). Â ðåçóëüòàòå
÷åãî, ïîëó÷èâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè-
ôèêàöèè äëÿ âñåõ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèè, óäàåòñÿ âû-
áðàòü îäíî èç ðåøåíèé, êîòîðîå ìàêñèìàëüíî òî÷íî îïè-
ñûâàåò èñõîäíûé ïðîöåññ. Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü,
÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé xN è
λ:, êîòîðóþ ÷àñòî íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî
ãàðàíòèðîâàííûé ìåòîä.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîäòâåðæäà-
þò ýôôåêòèâíîñòü ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ
îáðàòíîãî èòåðèðîâàíèÿ è ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ
â ðåøåíèè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ îäíîìåð-
íîãî õàîòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ (2). Ïîëó÷åííûå â ðå-
çóëüòàòå èäåíòèôèêàöèè îöåíêè xN è λ: èìåþò ïðèåìëå-
ìóþ òî÷íîñòü è ïîçâîëÿþò àäåêâàòíî âîññòàíîâèòü èñ-
õîäíóþ ìîäåëü õàîòè÷åñêîãî ïðîöåññà.
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