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Аннотация. Целью данного исследования является поиск классов разност-

ных схем, обладающих непрерывными группами симметрий и  практиче-

скими приложениями в  области моделирования процессов фильтрации 

в пористых средах. Классы разностных схем с непрерывными группами сим-

метрий в данной статье находятся на основе известного метода построения 

разностных схем, наследующих непрерывные группы симметрий исходных 

дифференциальных уравнений. На  основе указанного метода получены 

групповые классификация разностных схем дифференциальных уравнений 

фильтрации газа и двухфазной фильтрации в рамках задачи Рапопорта-Лиса 

на основе известных групповых классификаций соответствующих параболи-

ческих дифференциальных уравнений. Для найденных классов разностных 

схем получено обобщение на многомерные случаи. Полученные классы мо-

гут быть использованы для ускорения численных расчетов при моделиро-

вании указанных в статье видов процессов одно- и двухфазной фильтрации 

на микро- и макромасштабе пористой среды.

Ключевые слова: групповая классификация разностных схем; двухфазная 

фильтрация воды и  нефти; непрерывная группа симметрии; однофазная 

фильтрация газа; параболические дифференциальные уравнения; пористая 

среда; уравнение Рапопорта-Лиса.

Введение

Как и любые процессы или явления, процессы филь-
трации в пористых средах могут быть описаны раз-
личными типами моделей. Существует целый ряд 

различных классификаций моделей [13], которые зави-
сят от  целей моделирования, масштабов, используемых 
математических и  физических методов. Обычно рассма-
триваются следующие типы моделей фильтрации: непре-
рывные (дифференциальные уравнения) и  дискретные 
(разностные схемы). Под непрерывными моделями под-
разумеваются модели, для которых пространства неза-
висимых переменных, значений неизвестных функций 
и  времени являются континуумами [13]. Наиболее рас-
пространенными примерами непрерывных моделей яв-
ляются дифференциальные уравнения. Под дискретными 

моделями может пониматься обширный класс различных 
типов уравнений. Дискретность моделей может про-
являться в  следующем: дискретность множества точек 
в пространстве (фазовое пространство), в которых зада-
ются состояния исследуемой системы, дискретность мно-
жества состояний системы и дискретность времени [10]. 
К примеру, для разностных схем пространство значений 
неизвестных функций может быть континуумом, а  про-
странственно-временные переменные могут принадле-
жать дискретному пространству. Примерами моделей 
дискретных по всем трем указанным выше переменным 
являются клеточные автоматы. Все результаты данной 
статьи получены для дискретных моделей процессов 
фильтрации в пористых средах, где дискретным является 
пространство и время, а пространство состояний систе-
мы может быть как непрерывным, так и дискретным.
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Общая система уравнений 
для дискретных моделей 
фильтрации в пористых средах

Дискретная модель процессов фильтрации в  пори-
стых средах может быть описана с помощью следующей 
системы уравнений

 (1)

где Ei — дискретные уравнения, Gj — уравнения, опре-
деляющие расчетную сетку, состоящую из  дискретного 
множества узлов, Ck — уравнения, задающие начальные 
и  граничные условия, 1 2( , ,...., )n nx x x x 

   — вектор не-
зависимых переменных (среди переменных может быть 
время), 1 2( ) ( ( ), ( ),...., ( ))m my x y x y x y x 

     � — вектор неиз-
вестных функций, 1 2( , ) ( ( , ), ( , ),..., ( , ))l lp x y p x y p x y p x y 

         � — 
вектор параметров модели.

Под решением системы уравнений (11) будем по-
нимать такой набор значений векторов { , }k k kS x y

 
 для 

каждого узла сетки под номером k и заданного набора 
параметров модели, который при подстановке в (11) об-
ращает в ноль левые части уравнений. Функции , ,i j kE G C  
полагаются имеющими все необходимые свойства в за-
висимости от решаемой задачи, например, требование 
существования решений системы (11) и требование не-
прерывности функций.

Дискретная модель, которая задается с помощью си-
стемы уравнений вида (11), является обобщением раз-
ностных схем, которое приводится в  статье [8]. Данная 
система уравнений вводится для объединения разных 
типов уравнений, соответствующих дискретной дина-
мической системе [10], разностной схеме [17] и модели 
поровой сети [11], но схожих по своей сути, как самосто-
ятельных математических объектов. Например, дискрет-
ные динамические системы можно рассматривать как 
явные разностные схемы. Сами разностные схемы при 
этом можно рассматривать без условия соответствия 
в пределе некоторому дифференциальному уравнению, 
если, к примеру, они получены изначально на основе не-
которого дискретного закона сохранения.

Существующий метод построения 
разностных схем с сохранением 
непрерывных симметрий 
дифференциальных уравнений

Подход построения разностных схем с  сохранени-
ем непрерывных симметрий для исходного дифферен-
циального уравнения описан в  [5]. Существует разные 
подходы к  определению действия преобразований не-
прерывной группы [5,20] на уравнения дискретных мо-

делей, при этом во  многих случаях они являются экви-
валентными:

  продолжение действия преобразований группы 
на  значения независимых переменных и  неиз-
вестных функций в  соседних точках на  сетке: 
группа преобразований действует на  узлы сет-
ки и  значения в  них независимо друг от  друга, 
и продолжение группы строится с учетом этого;

  введение в  рассмотрение конечно-разностных 
производных и шагов на сетке, которые рассма-
триваются в соседних узлах сетки (продолжение 
подобно случаю дифференциальных уравнений).

В данной статье используется первый из описанных 
подходов, то есть подход с рассмотрением только зна-
чений независимых переменных и  неизвестных функ-
ций в узлах сетки. Данный выбор объясняется большей 
простотой первого подхода на  этапе продолжения 
инфинитезимальных операторов на  соседние точки 
на сетке.

Новая групповая классификация 
разностных схем уравнений 
фильтрации газа

Групповой анализ с  помощью непрерывных групп 
симметрий используется далее для получения семейств 
разностных схем с непрерывными симметриями. Груп-
повой анализ как дифференциальных, так и  разност-
ных уравнений, является важным для понимания самих 
уравнений и  процессов, которые они описывают. На-
пример, в  статье [2] для уравнений двухфазной филь-
трации получены новые законы сохранения и частные 
решения.

В данном разделе рассматривается частный случай 
параболических дифференциальных уравнений в  част-
ных производных — уравнение фильтрации газа в одно-
мерной пористой среде [1]. Это уравнение задается как

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
( )

P P P K P P P
P t x P x

  


    
      

 (2)

где ρ(P)  — плотность газа (кг/м3), φ(P) — пористость 
(д. ед.), K(P) — абсолютная проницаемость (м2), μ(P) — 
вязкость газа (Па·сек), P(t,x) — давление (Па).

Уравнение (2) может быть сведено к (3)

( ) ( ) 0,d P P PP
dP t x x
         

 (3)

что дает наглядное представление того, что оно по-
хоже на соответствующее уравнение теплопроводности. 
Различные типы уравнений теплопроводности хорошо 
изучены с точки зрения группового анализа [7]. Введен-
ные коэффициенты используются далее для представле-
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ния известных групповых классификаций этих диффе-
ренциальных уравнений и получения соответствующих 
сеточных представлений. Для дифференциального слу-
чая групповая классификация проведена для семейства 
уравнений (3) и ее можно найти в работе [3]. Эти резуль-
таты вместе с  теорией из  [5] используются для получе-
ния семейств инвариантных разностных схем для диф-
ференциальных уравнений типа (3) (Таблица 1), которые 
стоят за физической задачей (2).

В  данной таблице ip   и  jc   — произвольные 
константы, верхний индекс n отвечают за время, нижний 
индекс k — за  пространственную координату, операто-
ры X1, X2, X3  —

1 2 3, , 2 .X X X t x
t x t x
   

   
   

 (4)

Результаты, которые представляет Таблица 1, совпа-
дают с результатами из [6] для случаев 1–3 и определен-
ных значений констант pi. Все случаи из  этой таблицы 
могут иметь коэффициенты с  определенным физиче-
ским смыслом, а разностные инварианты могут быть ис-
пользованы для построения большого класса инвари-
антных разностных схем. Пример для одного из классов 
представлен в работе [9].

Новая групповая классификация 
разностных схем уравнений 
двухфазной фильтрации

В  данном разделе рассматривается одномерное 
уравнение Рапопорта-Лиса, которое является обобще-
нием классической задачи Баклея-Леверетта с  учетом 

Т аблица 1. Инвариантные разностные схемы для уравнений фильтрации газа

№ α β Операторы Разностные инварианты

1 1 2c P c   3
Pc e 

1 2 3, , ,X X X

4 2X x
x P
 

 
 

1 2 3 4

7
5 6 8

1

( )( )
,

( )
n p

k p

k p k p k p k p

Pn p n p

x x x x
J

t t e



   

 

 




9 11

10 122 ,n p n p
k p k pJ P P 
  

 

13 14

15 163

n p n p

n p n p
t tJ
t t

 

 






2 1 2c P c  
4

3 ,cc P 

4
40,
3

c  

1 2 3, , ,X X X
4

4 2
cX x P

x P
 

 
 

1 2 3 4

5 6 7 4

8

1

( )( )
,

( )( )
k p k p k p k p

n p n p n p c
k p

x x x x
J

t t P
   

  


 




9 11

10 122 ,n p n p
k p k pJ P P 
 

 

13 14

15 163

n p n p

n p n p
t tJ
t t

 

 






3 1 2c P c   4 3
3c P 

1 2 3, , ,X X X

4
2 ,
3

X x P
x P
 

  
 

2
5 3 ,X x xP

x P
 

  
 

1

2 2 3

3 4

2 4

5 6

3 2

1 3 2

3 2

3 4

( )
( )

( )
,

( )

n p
k p k p k p

k p k p

k p k p
n p n p

P x x
J

x x

x x
t t


  

 

 
 


 







7 8

9 102 ,
n p n p

n p n p
t tJ
t t

 

 






11 12 13 14

12 14 11 13

3

( )( )
( )( )

k p k p k p k p

k p k p k p k p

x x x x
J

x x x x
   

   

 


 

4
2

3

1( )

P

cP

d c e
dP

c e

 



 

 
4

Pc e 

1 2, ,X X

3 2

1( 1) ,P

X c t
t

c e
P


 




 


3
21 2 4

3
4 2

1

1

( ) ,
( 1)

n p
k p

n p
k p

c Pn p n p

P c

t t eJ
c e







 



 

5
6 7 5

8 6
7

8

1
2

1

( 1) ,
( 1)

n p
k p n p n p

k p k p
n p

k p

P
P P

P

c eJ e
c e


  

 






 5 63 k p k pJ x x  
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функции капиллярного давления и записывается в виде 
[16]

( ) ( ) 0,c
o

o

dPS K S V df SK S f S
t x dS x dS x 

           
 (5)

где S(t,x) — водонасыщенность (д. ед.), φ = const — по-
ристость (д. ед.), K = const — абсолютная проницаемость 
(м2), μw, μ0 – const — вязкости воды и нефти соответствен-
но (Па·сек), Pc(S) — капиллярное давление (Па), V – V0 + 
Vw – const — суммарная скорость потока жидкости (м/
сек), Kw(S) и  K0(S) — относительная фазовая проницае-
мость (ОФП) для воды и нефти соответственно (д. ед.), 

( )( )
( ) ( )

w w

w w o o

K Sf S
K S K S


 




 — 

функция Баклея-Леверетта, характеризующая долю 
воды в потоке (д. ед.).

Уравнение (5) может быть записано как

( )( ) 0S S B S SA S
t x x S x

             
 (6)

и быть использовано для групповой классификации 
разностных схем, которая приводится ниже. Для урав-
нения (6) на основе результатов классификации соответ-
ствующего типа дифференциальных уравнений, которая 
представлена в  [15], получена классификация (пример 
для одного из классов — [9,12]) разностных схем (Табли-
ца 2), где X1 и X2 берутся из (4), c1, c2, c3 — некоторые кон-
станты.

Цель полученных классификаций состоит в том, что-
бы представить только дифференциальные уравнения 
и их инвариантные разностные схемы (получаются выра-
жением из разностных инвариантов) с коэффициентами, 

которые могут быть выбраны из  реальных физических 
задач одно- и двухфазной фильтрации в пористых средах. 
Также выбор классов подчинен требованию возможно-
сти получения явного аналитического вида преобразо-
ваний группы симметрии и разностных инвариантов при 
решении соответствующих дифференциальных уравне-
ний (необходимо для метода из работы [12]). Таким обра-
зом, результаты, которые представляет Таблица 2, а также 
Таблица 1, не предназначены для охвата всех уравнений 
из  известных классификаций дифференциальных урав-
нений, которые, в  частности, могут описывать другие 
процессы: теплоперенос, диффузия и др.

Обобщение 
полученных классификаций 
на многомерные случаи

Уравнение (3) может быть записано для многомерно-
го случая в виде

1

( ) ( ) 0,
n

i i
i

d P P PP
dP t x x
 



        
  (7)

а уравнение (6) в виде

1 1

( )( ) 0,
n n

i
i i i

i i

S S B S SA S V
t x x S x 

             
   (8)

где используются коэффициенты α и  β (Таблица 1) 
и коэффициенты A и B (Таблица 2) для уравнений (7) и (8) 
соответственно, а также постоянные компоненты скоро-
сти потока Vi.

Большинство операторов из указанных таблиц имеет 
вид

0 1 1
1( ) ( ) ( ) ,X t x y

t x y
    

  
  

 (9)

Табл ица 2. Инвариантные разностные схемы для уравнений Рапопорта-Лиса

№ A B Операторы Разностные инварианты

1
2

1

2

,
1

cA c S
c

 

2 1
1 3

cB c c S 
1 2, ,X X

3
2

SX t
t c S
 

  
 

31 2 2

41 ( )( ) ,n pn p n p c
k pJ t t S  
 

5 7

6 82 ,n p n p
k p k pJ S S 
 

9 103 k p k pJ x x  

2 1cA
S

 1 3 lnB c c S
1 2, ,X X

3X t S
t S
 

  
 

1 2

3

4

1
( ) ,

n p n p

n p
k p

t tJ
S

 







5 7

6 82 ,n p n p
k p k pJ S S 
 

9 103 k p k pJ x x  

3 2
1

c SA c e 2
1 3

c SB c c e
1 2, ,X X

3
2

1X t
t c S
 

  
 

3
21 2 4

1 ( ) ,
n p
k pc Sn p n pJ t t e

  

5 7

6 82 ,n p n p
k p k pJ S S 
  

9 103 k p k pJ x x  
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где под переменной y понимается функции давления 
или насыщенности. Такой вид операторов позволяет 
обобщить полученные классификации разностных схем 
на  случай n пространственных переменных. Обобщен-
ные инфинитезимальные операторы примут вид

0 1

1
( ) ( ) ( ) ,

n
i

i i
i

X t c x y
t x y

  


  
  

    (10)

где ci — некоторые константы, удовлетворяющие 
следующим условиям:

  если ξ0(t) ≡ 0 и η(y) ≡ 0, то  получаем n опера-
торов вида (10), где только одна из  констант ci 
не равна нулю; 

  в противном случае все ci не равны нулю.

Данные операторы будут соответствовать непрерыв-
ным группам симметрий уравнений (7) и (8) с учетом ко-
эффициентов и исходных операторов вида (9) — Таблица 
1 и Таблица 2.

Для получения разностных инвариантов для много-
мерного случая нужно «продублировать» на все новые 
пространственные переменные те  инварианты, кото-
рые содержат в одномерном случае пространственную 
переменную, а для зависимых переменных нужно доба-
вить индексы, отвечающие за новые пространственные 
переменные. Например, для случая 1 классификации 
разностных схем для уравнения фильтрации газа (Табли-
ца 1) обобщенные на n-мерный случай разностные инва-
рианты будут иметь вид (11):

  
 

1 2 3 4

7
1 ,...,5 6 8 8

1 ,
i i i i i i i i

n p
i i nk p k p

i i i i
k p k p k p k pi

P
n p n p

x x x x
J

t t e


 

   

 

 




9 11
1 1
10 10 12 12

2 ,..., ,...,
,i i n i i n

n p n p
k p k p k p k p

J P P 
   

 

13 14

15 163 ,
n p n p

n p n p
t tJ
t t

 

 





 (11)

где верхний индекс i = 1...n для констант p1, p2, p3, 
p4, p8, p10, p12 и для индекса k означает номер простран-
ственной переменной.

Случай 3 классификации разностных схем для урав-
нений фильтрации газа не может быть обобщен на мно-
гомерный случай описанным здесь способом, так как 
у него оператор X4 не записывается в форме (9). Данный 
случай требует получения полной групповой класси-
фикации дифференциальных уравнений вида (7), что 
не является целью данной статьи. Также стоит отметить, 
что получаемая указанным здесь способом группа не-
прерывных симметрий может являться не полной, а для 
того, чтобы получить полную группу симметрий, нужно 

проводить полноценный групповой анализ этих уравне-
ний, что также не является целью данной статьи.

Заключение

Непрерывные группы симметрий дискретных моделей 
теории фильтрации содержат в себе фундаментальную ин-
формацию о модели и решениях ее уравнений. Это, в част-
ности, дает возможность использование таких моделей 
на практике для ускорения численных расчетов [9,12], что 
является важным фактором при проведении серийных 
расчетов в  инженерной практике. Ускорение численных 
расчетов может быть достигнуто в  рамках найденных 
классов разностных схем и, в частности, упомянутых ниже 
примеров моделей различных процессов фильтрации.

Классы разностных уравнений фильтрации газа (Та-
блица 1) можно применять для ускорения численных 
расчетов при решении обратных задач:

  при моделировании однофазного течения газа [22];
  при моделировании многофазного течения 

[14,18] с учетом закона Пуазейля в моделях поро-
вых сетей;

  при моделировании динамики пленок в  системе 
газ-жидкость-капилляр [21] в  моделях поровых 
сетей.

Результаты группового анализа могут быть использо-
ваны для ускорения расчетов на макро- и мезомасшта-
бах (например, различные фильтры для очистки газа) 
с  помощь следующих дискретных макромоделей, кото-
рые используются, в  частности, при ремасштабирова-
нии, описанном в работе [11]:

Классы разностных схем для уравнений фильтрации 
газа (Таблица 1) можно применять для моделирова-
ния однофазной фильтрации на  различных масштабах. 
К  примеру, возможно применение для моделирования 
процессов, связанных с  геологическим хранением CO2 
(CO2 geological storage) [19] или, в частности, процессов 
закачки CO2 на макромасштабах пористой среды [4].

Классы разностных схем для уравнений Рапопор-
та-Лиса (Таблица 2) с аналитическими зависимостями для 
ОФП и капиллярного давления можно применять для мо-
делирования различных процессов двухфазной фильтра-
ции на разных масштабах нефтегазоносного пласта.

Фильтрационно-емкостные параметры для уравне-
ния фильтрации газа (2) и уравнения Рапопорта-Лиса (5) 
(например функции ОФП) могут быть получены с помо-
щью указанных выше моделей поровых сетей, и в даль-
нейшим к  этим уравнениям могут быть применены ре-
зультаты их исследований с  помощью непрерывных 
групп симметрий.
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