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Аннотация. Одним из  методов классификации, рассматриваемых в  дан-
ной работе, является классификатор на  основе машин опорных векторов. 
Машина опорных векторов (SVM) представляет собой метод обучения 
с  учителем, который обеспечивает соответствие между желаемыми вход-
ными и выходными данными. Этот метод основан на статистической теории 
обучения и находит применение в задачах классификации, таких как диа-
гностика заболеваний, классификация изображений и распознавание руко-
писного текста. Традиционные искусственные нейронные сети сталкиваются 
с  проблемами обобщения, поскольку они основываются на  принципе ми-
нимизации эмпирического риска (ERM). В связи с этим, в 1995 году Вапник 
разработал метод машин опорных векторов, направленный на улучшение 
процесса обобщения на основе принципа минимизации структурного риска 
(SRM]. Данный принцип превосходит минимизацию эмпирического риска, 
так как он фокусируется на снижении верхнего предела ожидаемого риска, 
а не только на уменьшении ошибок в обучающем наборе. Это различие обе-
спечивает векторной машине повышенные способности к обобщению, что 
является ключевой целью статистического обучения. 

Ключевые слова: опорные векторы, машина опорных векторов, множитель 
Лагранжа, ядерный трюк, максимальная маржа.
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Summary. The aim of the study is to improve the efficiency of unmanned 
aerial vehicles (One of the classification methods presented in this work 
is the support vector machine classifier. The support vector machine 
(SVM) is a supervised learning method that ensures a correspondence 
between desired input and output data. This method is based on 
statistical learning theory and is applied to classification tasks such as 
disease diagnosis, image classification, and handwritten text recognition. 
Traditional artificial neural networks face challenges in generalization 
because they rely on the principle of empirical risk minimization (ERM). 
Consequently, in 1995, Vapnik developed the support vector machine 
method to enhance the generalization process based on the principle of 
structural risk minimization (SRM). This principle surpasses empirical risk 
minimization, as it focuses on reducing the upper bound of expected risk 
rather than merely minimizing errors in the training set. This distinction 
provides the support vector machine with greater generalization 
capabilities, which is a key goal of statistical learning.
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Введение

Современные достижения в  области машинного 
обучения открывают новые возможности для ре-
шения сложных задач классификации данных, осо-

бенно в  контексте автономных систем и  медицинской 
диагностики. Одним из  ключевых методов, демонстри-
рующих высокую эффективность в этих областях, явля-
ется метод опорных векторов (SVM). Его уникальность 
заключается в способности находить оптимальные гра-
ницы решений, минимизируя структурный риск, что 
обеспечивает устойчивость к переобучению и высокую 
обобщающую способность. В отличие от традиционных 
искусственных нейронных сетей, основанных на  мини-
мизации эмпирического риска, SVM опирается на прин-
цип структурной минимизации риска, предложенный 
Вапником, что делает его особенно ценным для работы 
с ограниченными наборами данных и задачами высокой 
размерности. Целью данной работы является комплекс-

ный анализ метода SVM, включая его теоретические ос-
новы, преимущества перед другими подходами, а также 
практическое применение в реальных сценариях. В ста-
тье рассматриваются ключевые аспекты SVM: от матема-
тического обоснования максимального зазора и исполь-
зования множителей Лагранжа до применения ядерных 
функций для нелинейно разделимых данных. Особое 
внимание уделено сравнительному анализу SVM с клас-
сическими нейронными сетями, что позволяет выделить 
его сильные стороны в контексте задач классификации. 
Практическая значимость исследования подтверждает-
ся примерами использования SVM в  диагностике рака 
молочной железы и управлении группами беспилотных 
летательных аппаратов (БЛА). Эти приложения демон-
стрируют, как теоретические принципы метода транс-
формируются в эффективные инструменты для решения 
реальных проблем.  Статья структурирована следую-
щим образом: в первом разделе представлены теорети-
ческие основы SVM, включая линейные и  нелинейные 
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модификации. Далее рассматриваются методы оптими-
зации и применения ядерных функций. Заключительные 
разделы посвящены практическим кейсам и  выводам, 
подчеркивающим роль SVM в современных технических 
и  медицинских исследованиях. Работа вносит вклад 
в развитие методов машинного обучения, предлагая как 
теоретический анализ, так и  практические рекоменда-
ции для инженеров и исследователей, работающих в об-
ласти анализа данных и искусственного интеллекта.

Векторы поддержки и максимальная маржа

Этот метод использует подмножество обучающих 
примеров, известных как опорные векторы, для пред-
ставления границы решения путем поиска наибольшего 
запаса, на который данные расходятся с обоих концов. 
Это гиперплоскость с  максимальными запасами. Цель 
выбора пределов решения с  максимальными запасами 
заключается в  том, что максимальные запасы делают 
ошибки при обобщении пределов принятия решений 
минимальными [2].

Машина опорных векторов

Ниже мы показываем машину опорных векторов 
в случае линейно разделимых и неразделимых данных, 
а также машину нелинейных опорных векторов [7].

Машина опорных векторов  
для линейно разделимых данных (SVM)

Если x x xi d= јјј( )1, ,  представляет собой набор 
атрибутов линейно разделимых данных двоичной клас-
сификации, (представленных кружками и треугольника-
ми), которые предназначены для классификации в  на-
бор классов yi = �{ }1 1, . Взяв обучающий набор N , как 
показано на рисунке (1).

Рис. 1. Уровни разделения данных

Мы замечаем, что существует более одной плоско-
сти для разделения данных, но плоскость, которую ищет 
машина опорных векторов, это плоскость, к  которой 
приближаются или лежат опорные векторы (обозначен-
ные пунктирными кружками обоих типов), как показано 
на рисунке (2).

Рис. 2. Граница принятия решения о разделении данных, определяемая опорными векторами  
для линейно разделимых данных
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Если x �  входной вектор, а w b,  посредник модели, то 
предел решения для линейного классификатора опре-
деляется уравнением [8]:

wx b+ = 0                                      (1)

Точки решения средней прямой удовлетворяют ее 
уравнению. Что касается точек, лежащих выше предела 
решения (треугольники), то они достигают wx b+ > 0 
а  точки ниже предела решения (кружки) достигают 
wx b+ < 0  Если отметить категории Y соответственно 
любая запись данных классифицируется следующим об-
разом:

Y
wx b

wx b
=

+ і

� + Ј �

м

н
п

оп

1 1
0

1 1

� � � � �
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Что записано в виде:

Y wx bi i +( ) і 1                                  (3)

 Рассчитать маржу линейного классификатора

Треугольник, ближайший к пределу решения, дости-
гает wx b1 1+ =  и круг, ближайший к пределу решения, 
достигает wx b2 1+ = �  и  расстояние между ними d  
представляет собой линейную границу книги. Вычитая 
два уравнения, находим:

w x x wd( )1 2 2 2� = Ю =� � � � � � � � �

Если ширина поля d:

d
w

= 2                                              (4)

 Изучение линейной машины опорных векторов

Линейная машина опорных векторов поставляется 
с  обучающим набором [6]. Чтобы оценить медиаторы 
предела решения линейного классификатора w b,  из об-
учающего набора. Две медианы оцениваются w b,  так, 
чтобы были выполнены два условия:

wx b yi i+ і � = �1 1� � � � � � �если                   (5)

wx b yi i+ Ј � = �1 1если � � � � � �                    (6)

Процесс машинного обучения опорных векторов на-

правлен на  достижение наибольшего запаса d
w

= 2   

от которого данные отходят с обоих концов. Это приво-
дит к задаче нелинейного программирования с ограни-
чениями, представленной целевой функцией

f w w
w

( ) = min
2

2
                                         (7)

С письменными ограничениями

y wx b i Ni i +( ) і = јјј1 1 2� � � �, , , ,                   (8)

Это задача выпуклой оптимизации, поскольку целе-
вая функция представляет собой уравнение второй сте-
пени, а ограничения линейны по параметрам w b,  и она 
решается с использованием метода множителей Лагран-
жа. Это метод нахождения значений локальных преде-
лов функции нескольких переменных, подчиняющихся 
одному или нескольким ограничениям. Этот метод сво-
дит задачу с n переменными с k  ограничениями к разре-
шимой задаче с n k�� +  переменными без каких-либо огра-
ничений. Этот метод использует неизвестную 
постоянную переменную (факториал Лагранжа) для каж-
дого ограничения и формирует линейные структуры, ко-
торые включают факториалы Лагранжа в качестве коэф-
фициентов. Сформируем функцию Лагранжа для задачи 
оптимизации:

L w y wx bp
i

N

i i i= � +( ) �( )
=
е1

2
12

1

l               (9)

Где l i  факториалы Лагранжа. Чтобы сделать функцию Ла-
гранжа минимальной, придаем частным производным L 
по w b,  нулевое значение, находим:

¶
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Факториалы Лагранжа l i  неизвестны, поэтому реше-
ние невозможно для w b, �  Поэтому мы преобразуем огра-
ничения-неравенства в  набор ограничений-равенств 
и  получаем факториальные ограничения Лагранжа, из-
вестные как Каруша-Куна. — Условия Такера (KKT).

l i і 0                                         (12)

l i i iy wx b+( ) �йл щы =1 0                      (13)

Число медиаторов по-прежнему велико, и  для про-
стоты преобразуем функцию Лагранжа в  функцию для 
факториалов Лагранжа, только взяв задачу, сопровожда-
ющую задачу оптимизации:

L y y x xD
i

N

i
i

N

i j i j i j= �
= =
е е

1 1

1
2

l l l                       (14)

Решая сопутствующую задачу (с использованием чис-
ленных методов, таких как квадратичное программиро-
вание), получаем значения l i  Расчет w b,  Используем два 
уравнения ...:
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Это будет предел решения [3]

i

N

i i iy x b
=
еж

и
з

ц

ш
ч + =

1

0l c �                          (15)

Машина опорных векторов  
для линейно неразделимых данных  

(Нелинейно разделимая SVM)

В случае неразделимых линейных данных, как пока-
зано на рисунке (3)

Рис. 3. Граница принятия решения о разделении 
данных, определяемая опорными векторами  

для данных, которые не являются линейно 
разделимыми

В этом случае машина опорных векторов использует 
мягкий запас, который позволяет пределу решения до-
пускать небольшие ошибки обучения, поскольку данные 
не являются линейно разделимыми. Когда машина опор-
ных векторов находит компромисс между шириной поля 
и  количеством ошибок обучения, допущенных преде-
лом решения, путем уменьшения линейных ограниче-
ний для соответствия данным путем введения формаль-
ных переменных Li, пределы решения принимают форму:
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Чтобы алгоритм обучения не увеличивал предел ре-
шения и некорректно классифицировал множество об-
учающих примеров, предел решения модифицируется 
путем наложения штрафа на  целевую функцию путем 
присвоения больших значений ее формальным пере-
менным, так что

f w w C L
i

N

i
k( ) = +

=
е

2

12
( )                      (17)

Где C k,  представляет собой параметр штрафа за клас-
сификацию и определяется пользователем. Для k = 1 это 
функция Лагранжа для задачи оптимизации с ограниче-
ниями.
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Термин 
i

N

i iLеm  был добавлен для того, чтобы значения 

не  были отрицательными Li , L w C Lp
i

N

i= + е
2

2
 пред-

ставляет собой целевую функцию, которую необходимо 
минимизировать до  наименьшее значение. В  то время 

как 
i

N

i i i iy wx b Lе +( ) � +( )l 1  представляет собой ар-

битражные ограничения, которые преобразуются с  по-
мощью условий Каруша-Куна-Такера (ККТ) в  ограниче-
ния равенства
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Коэффициенты Лагранжа �m i  в последнем уравнении 
равны нулю для Li і 0 что соответствует неправильно 
классифицированным примерам обучения.

Чтобы сделать функцию Лагранжа минимальной, 
приведем частные производные L по  L w bi � , ,  нулевому 
значению. Находим:
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Подставив его в функцию Лагранжа, найдем функцию 
Лагранжа для задачи, сопровождающей задачу оптими-
зации:
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Отметим, что функции Лагранжа совпадают в случае 
линейно разделимых и нелинейно разделимых данных. 
Ограничения на функцию Лагранжа в двух случаях раз-
личны. В  случае разделимых данных оно было l i = 0, 
но в случае нелинейно разделимых данных l i �оно долж-
но достигать 0 Ј Јl i �.

Вычисление медиаторов предела решения осущест-
вляется путем решения задачи, сопровождающей задачу 
оптимизации по нахождению факториалов Лагранжа �l i  
и подстановки их в (17) и условия ККТ[2].
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Машина опорных векторов  
для SVM нелинейных данных

Если набор данных имеет нелинейную границу реше-
ния (рис. 4), он преобразуется так, что линейную границу 
решения можно использовать для разделения набора 
обучающих данных в  пространстве, в  которое он был 
преобразован...[4]

То есть признаки x �в исходном пространстве заменя-
ются преобразованными признаками F x( ). Таким обра-
зом, задачей обучения в  нелинейной машине опорных 
векторов является следующая задача оптимизации:

f w w
w

( ) = min
2

2

Итак, это:

y w x b i Ni i. , , ,F( ) +( ) і = јј1 1 2� � � �            (24)

 Функция Лагранжа, связанная с  задачей оптимиза-
ции:

L L y y x xD
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2

l l l
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F F               (25)

Решая сопутствующую задачу (с использованием чис-
ленных методов, таких как квадратичное программиро-
вание), мы получаем значения l i  Для расчета � � ��w b, мы ис-
пользуем два уравнения [4]

w = ( )е
i j

N

i i iy x
,

l F                           (26)

l li i
j

j j jy x x bе ( ) ( ) +
ж
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чч �

м
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э
п

юп
=F F. 1 0        (27)

Хитрость ядра

Трюк с ядром — это метод вычисления сходства меж-
ду векторами в пространстве, в которое они были пре-
образованы, с использованием исходных признаков, то 
есть нахождение произведения F Fx xj j( ) ( ).  чтобы уз-

нать сходство между двумя векторами � �x xj j Это делается 
с  помощью функции сходства K  в  исходном простран-
стве, известной как функция ядра. Существует множе-
ство функций ядра, таких как функция Гаусса.

K x y e
x y

,( ) =
� �

2 2s                                     (28)

Функция логистического ядра

K x y tanh kx y, .( ) = �( )d                 (29)

Полиномиальная функция

K x y x y x y, . .( ) = ( ) ( ) = +( )F F 1 2                (30)

 Некоторые функции ядра показаны в Приложении 3.

Преимущества и недостатки машины опорных 
векторов Адв. И недостатки SVM

1.	 Легкость обучения (обучения).
2.	 Он характеризуется своей силой для небольшого 

и большого количества переменных.
3.	 Он использует передовые математические прин-

ципы, чтобы избежать переобучения и  хранения 
большого количества примеров.

Рис. 4. Преобразование нелинейных данных в линейно разделимые данные
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4.	 В отличие от сетей нет локальных минимумов.
5.	 Возможность преобразования данных в более вы-

сокие измерения.

Это недостаток машины опорных векторов.
1.	 Необходимо выбрать функцию Кемеля.
2.	 Это отнимает время.

Приложения для машин опорных векторов

Ниже мы представляем два применения машины 
опорных векторов. В первом показан механизм расчета 
параметров машины опорных векторов для установки 
границы решения двумерного набора данных, а во вто-
ром показано применение машины опорных векторов 
к образцу. пациентов с раком молочной железы, исполь-
зующих пакет программного обеспечения Matlab.

Приложение (1): В  этом примере мы показываем 
применение машины опорных векторов к  двумерному 
набору данных.

Таблица 1. 
Машины опорных векторов  

к двумерному набору данных

Входные данные Целевой результат

x1 x2 y

0.3858 0.4687 1

0.4871 0.611 –1

0.9218 0.4103 –1

0.7382 0.8936 –1

0.1763 0.579 1

0.4057 0.3529 1

0.9355 0.8132 –1

0.8146 0.0093 1

Сначала необходимо рассчитать коэффициенты Ла-
гранжа �l i  соответствующие каждому обучающему при-
меру.

 Это делается путем решения задачи оптимизации

L y y x x
i

N

i
i j

N

i j i j i j= �
=
е е

1

1
2

l l l
,

Используя квадратичное программирование, нахо-
дим:

l l l l
l l l l

1 2 3 4

5 6 7 8

65 5261 65 5261 0 0
0 0 0 0

= = = =
= = = =

. , . , , ,
, , ,

� �

l1 0� �означает, что первый обучающий пример пред-
ставляет собой опорный вектор для обучающего набо-
ра.

l2 0�  означает, что второй обучающий пример пред-
ставляет собой опорный вектор для обучающего набо-
ра.

Уравнение предела решения:

wx b w x w x b+ = + + =1 1 2 2 0.

Вычислим два посредника w b� �,

Матрица весов

w w w w y xi
i

N

i i i= { } Ю =
=
е1 2

1

, � � l

w y x y x1 1 1 11 2 2 21= +l l

w1 65 5261 1 0 3858 65 5261 1 0 4871 6 64= + �( ) = �. * * . . * * . .

w y x y x2 1 1 12 2 2 22= +l l

w2 65 5261 1 0 4687 65 5261 1 0 611 9 32= + �( ) = �. * * . . * * . .

Предвзятость

b b b w x w x= { } = � � �{ }1 2 1 1, . , .

b w x w x1 1 11 2 121

1 6 64 0 3858 9 32 0 4687 7 93

= � � =

= � �( )( ) � �( )( ) =. . . . .

b w x w x2 1 21 2 221

1 6 64 0 4871 9 32 0 611 7 928

= � � � =

= � � �( )( ) � �( )( ) =. . . . . 99

b представляет собой среднее из двух значений  b b1 2,  т.е.

b b b= + = + =1 2

2
7 93 7 9289

2
7 93. . .

 Уравнение становится пределом решения

� � +6 64 9 32 7 931 2. . .x x

Приложение (2): В этом приложении мы показываем 
диагноз рака молочной железы для выборки из  80 за-
писей из набора данных о пациентах с раком молочной 
железы с  использованием машины опорных векторов 
(SVM).

При применении машины опорных векторов к  на-
бору данных о пациентах с раком молочной железы ма-
шина опорных векторов выполняет этап обучения для 
оценки параметров классификатора, затем обобщает 
свои знания для записей, на которых она не обучалась, 
и выполняет процесс классификации. Машина опорных 
векторов была обучена на 57 записях и протестирована 
на 23 записях. В таблице показано 2 количество обучаю-
щих и тестовых выборок для доброкачественных и зло-
качественных случаев при применении машины опор-
ных векторов.
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Таблица 2. 
Количество обучающих и тестовых выборок  

для доброкачественных и злокачественных случаев

Данные/Классы
Обучающая  

выборка
Тестовая  
выборка

Итого

Доброкачественный 38 16 54

Злокачественный 19 7 26

Итого 57 23 80

% от набора данных 71  % 29  % 100  %

Функция логистического ядра также использовалась 
с посредниками.

s = =0 3 1. , C

Его производительность была превосходной, по-
скольку он правильно классифицировал 100 % тестово-
го набора. Где выходные и целевые векторы совпадают 
в тестовом примере, как показано в таблице (3).

На рисунке (5) показана гистограмма выходных дан-
ных SVM в тестовом примере.

Рис. 5. Гистограмма вывода SVM в тестовом примере

Заключение

В данной статье представлены различные формы ма-
шины опорных векторов, что способствует улучшению 
процесса обобщения, основанного на принципе сниже-
ния структурного риска. Кроме того, данный метод был 
применен к  выборке пациентов с  раком молочной же-
лезы.
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Таблица 3. 
Целевые и выходные векторы после применения машины опорных векторов

Целевой выход 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1

Фактический выход 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1
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