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Аннотация. В работе рассматриваются температурные режимы газа и бал-
лона высокого давления, в процессе истечения газа из баллона. Представле-
на методика математического моделирования теплопередачи через стенку 
баллона высокого давления при нестационарных граничных условиях. 
Алгоритм позволяет установить температурные режимы газа и  баллона 
в процессе истечения газа из баллона. Исследовано влияние коэффициен-
тов конвективного теплообмена баллона с внутренней и наружной средой 
на  температурный режим баллона при различных граничных условиях. 
Из сравнения результатов математического моделирования с результатами 
экспериментов по  наполнению и  экспозиции баллона высокого давления 
определена величина коэффициента теплоотдачи. Показано, что в  диапа-
зоне возможных значений коэффициентов и  возможных перепадов тем-
ператур между внутренней и  наружной средами, градиент температуры 
по толщине стенки баллона пренебрежимо мал.

Ключевые слова: математическое моделирование, температурные режимы, 
процесс теплообмена, квазистационарные граничные условия, коэффици-
енты конвективного теплообмена, свободные аэростаты.

Введение

Внастоящее время широкое применение приоб-
ретают современные воздухоплавательные аппа-
раты для решения различных научно-исследова-

тельских и прикладных задач [2, 13, 15].

Успехи в  области материаловедения, разработка 
новой технологии получения полимерных пленок, об-
ладающих высокими удельными прочностными харак-
теристиками, способствуют развитию воздухоплавания 

и  позволяют создавать свободные аэростаты с  каче-
ственно новыми летно-техническими характеристиками 
по  высотности, грузоподъемности и  продолжительно-
сти полета [2, 13, 15]. Свободные аэростаты снабжены 
специальной системой управления, автоматически ста-
билизирующей высоту полета или ее изменение по  за-
данной программе. Усилия конструкторов при создании 
комплексов свободных аэростатов направлены на  раз-
работку схем старта, увеличивающих надежность обо-
лочки, на повышение эксплуатационных характеристик 
системы газообеспечения, на методы и способы, позво-
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ляющие существенно сократить время газонаполнения 
оболочки аэростата, уменьшая тем самым вероятность 
воздействия на  нее ветровых режимов, превышающих 
допускаемые [4, 10].

В  состав системы газообеспечения современных 
аэростатных комплексов [4] входят газозаправщики, 
включающие в  себя баллоны высокого давления, за-
компремированные подъемным газом до  избыточного 
давления 20–40 МПа, что позволяет значительно умень-
шить время газонаполнения оболочки аэростата за счет 
большого расхода газа из баллонов. Это особенно важ-
но при скоростях ветра, превышающих 5 м/с, и массовых 
стартах аэростатов. Сокращение времени воздействия 
ветровых нагрузок на  оболочку повышает надежность 
эксплуатации аэростата на этапе старта.

Для обеспечения задаваемых параметров надеж-
ности аэростата процессы ускоренного газонаполне-
ния оболочки из  баллонов высокого давления, запуска 
и взлета аэростата должны строго регламентироваться, 
а кинематические параметры при этом могут изменять-
ся в допускаемых пределах, поэтому очевидна актуаль-
ность теоретического и  экспериментального исследо-
вания термодинамических процессов, происходящих 
во всех элементах аэростатного комплекса т. е. в оболоч-
ке аэростата, газовых магистралях и  баллонах газоза-
правщика [1, 5].

В  настоящей работе рассматриваются температур-
ные режимы газа и  баллона высокого давления в  про-
цессе истечения газа из  баллона. Эти режимы зависят 
от  теплообмена баллонов с  окружающей средой (за-
дача теплообмена). Одной из  целей работы является 
определение величин коэффициентов теплоотдачи αн 
и  αв, от  которых зависят температурные режимы газа 
и  баллона высокого давления. В  работе представлены 
результаты теоретических исследований влияния те-
плопроводности стенок баллона высокого давления 
на температурные режимы баллона и газа, выдаваемого 
из баллонов высокого давления, в процессе газонапол-
нения оболочки [5].

Результаты теоретических и  экспериментальных ис-
следований [9, 14] показывают, что параметры состояния 
газа, выдаваемого из баллона высокого давления, суще-
ственно зависят от продолжительности времени выдачи 
и значении начальных параметров газа в баллонах. Газ, 
находящийся в баллоне, может по мере истечения весь-
ма сильно переохлаждаться за  счет расширения [11]. 
Степень этого переохлаждения зависит от  массы газа 
и  баллона, а  также от  параметров, характеризующих 
процесс теплопередачи от  окружающей среды через 
стенку баллона к  газу. Поскольку масса баллона и  тол-
щина его стенки довольно значительны, целесообраз-

но оценить влияние теплопроводности стенки баллона 
на  температурный режим баллона высокого давления 
в процессе выдачи газа.

В данной работе разработана и приведена методика 
математического моделирования температурного режи-
ма баллона высокого давления с учетом теплопередачи 
через стенку баллона, описан алгоритм моделирования, 
приведены результаты моделирования. На  основании 
сравнения полученных результатов с результатами экс-
периментов [9] определены величины коэффициентов 
теплоотдачи, которые должны закладываться в расчеты 
температурных режимов газа и баллона высокого давле-
ния.

Постановка задачи  
и выбор метода решения

Температурные режимы баллона и газа, выдаваемо-
го из баллона высокого давления, существенно зависит 
от  теплообмена баллонов с  окружающей средой [5, 6]. 
Учитывая, что процесс газонаполнения оболочки может 
идти довольно быстро, а разность температур окружаю-
щей среды и газа в баллоне может достигать значитель-
ной величины, представляется целесообразным при 
решении задачи об  истечении газа из  баллонов учесть 
нестационарный характер теплопередачи через стенки 
баллона. При этом для простоты рассматривается сфе-
рический баллон, считая, что его масса и  объем равны 
соответствующим величинам для баллона высокого дав-
ления.

Таким образом, в  работе рассматривается одномер-
ная задача нестационарной теплопроводности для по-
лого шара при нестационарных граничных условиях.

Математическая модель теплообмена имеет вид:
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где r — координата вдоль радиуса; Rв ≤ r ≤ Rн — сфе-
рический слой; t — время; 

ρ
λ
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=
c

a  — 

коэффициент температуропроводности материала 
баллона; ρ — плотность материала баллона; c — тепло-
емкость материала баллона; T — температура стенки 
баллона.

Начальное условие:

)(:0 rBTt == ,  (2)
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где B(r) — распределение температуры вдоль ради-
уса.

Граничные условия, описывающие конвективный те-
плообмен между стенками баллона и внешней или вну-
тренней средой, имеют вид:

,  (3)

где Tв и Tн — температуры среды внутри и снаружи 
баллона; αв и  αн — коэффициенты конвективной тепло-
отдачи соответственно от внутренней и наружной среды 
к стенке баллона.

Приводя выражения (1) — (3) к безразмерному виду, 
с помощью соотношений:

 (4)

где Tр — некоторое значение температуры, связыва-
ющее размерные и безразмерные величины, и подстав-
ляя (4) в (1) — (3), получим:
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В дальнейшем знак черты над безразмерными вели-
чинами опускается.

Рассматриваемое уравнение теплопроводности яв-
ляется дифференциальным уравнением в частных про-
изводных параболического типа с  начальными и  крае-
выми условиями. Методы нахождения аналитических 
решений начально-краевых задач рассмотрены в [3, 7, 8, 
12]. В указанных работах рассматривались:

 ♦ – Представление решения через функцию Грина  
[3, 8].

 ♦ – Метод разделения переменных:

(а)  решение представлено в виде ряда от произведе-
ния решений двух задач [3, 7, 8, 12];

(б)  решение представлено через функции Бесселя  
[3, 7, 12].

 ♦ – Нахождение решения с  помощью преобразова-
ния Лапласа [7].

 ♦ – Нахождение решения с  помощью преобразова-
ния Фурье [7].

Анализируя, перечисленные выше, методы решения 
начально-краевых задач с нестационарными граничны-
ми условиями применительно к  уравнению теплопро-
водности (1’) — (3’) можно сделать следующий вывод: 
решение поставленной задачи можно находить одним 
из следующих методов:

 ♦ – с помощью функции Грина (в граничных условиях 
(3’) коэффициенты αн и αв должны быть констан-
тами).

 ♦ – методом разделения переменных.
 ♦ – с помощью преобразования Лапласа.

Метод нахождения решения с помощью преобразо-
вания Фурье использовать нельзя, так как уравнение те-
плопроводности (1’) содержит коэффициент зависящий 
от пространственной переменной r.

Особенностью задачи (1’) — (3’) является то, что в гра-
ничных условиях (3’) нестационарными являются как 
функции температур Tн(t), Tв(t), так и функции αн(t), αв(t), 
что существенно ограничивает непосредственно приме-
нение этих методов.

Если использовать квазистационарность граничных 
условий на достаточно малом интервале времени, а весь 
рассматриваемый интервал — сумма конечного числа до-
статочно малых интервалов, то  для каждого достаточно 
малого интервала можно найти аналитическое решение 
задачи (1’) — (3’). Начальным условием для каждого интер-
вала времени будет являться распределение температу-
ры по толщине стенки, которое получилось в результате 
решения задачи для предыдущего интервала. Таким обра-
зом, при исследовании процесса теплообмена с квазиста-
ционарными граничными условиями метод разделения 
переменных является наиболее удобным в реализации.

Математическая модель

Общее решение (1’) ищется, в виде:

),()(),( 10 trTrTtrT += ,  (5)

где T0(r) — решение краевой задачи:

  (6)
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с неоднородными граничными условиями:

  (7)

T1(r, t) — решение уравнения:

r
T

rr
T

t
T

∂
∂

⋅+
∂
∂

=
∂

∂ 1
2
1

2
1 2

,  (8)

с однородными граничными условиями:

  (9)

Согласно теории, решение задачи (6) — (7) имеет вид:

r
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а решение задачи (8) — (9) (методом разделения пе-
ременных) запишется в виде:
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где μn — собственные значения, находятся из харак-
теристического уравнения:
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где 

bn — коэффициенты:

  (14)

Общее решение исходного уравнения (1’) запишется 
в виде суммы (8) и (11):
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Коэффициенты cn определяются из начального условия:
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в  котором учтена ортогональность собственных 
функций:
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Формулы (18) — (20) получаются в результате следу-
ющих действий:

1. 1. Начальное условие (16) подставляется в решение 
(15).

2. 2. Обе части выражения, полученного в  п.  1, умно-
жаются на ( ) ( )[ ]rbrr mmm ⋅⋅+⋅⋅ µµ cossin .

3. 3. Осуществляется интегрирование выражения, по-
лученного в п. 2, от R до 1, учитывая условие ор-
тогональности собственных функций.

Таким образом, если температуры наружной Tн и вну-
тренней Tв среды остаются неизменными, то распреде-
ление температуры по  толщине стенки для момента 
времени t описывается выражением (15), где коэффици-
енты разложения cn определяются по формуле (18), ко-
эффициенты bn — по формулам (14), константы А1 и А2 — 
по (11), собственные числа μn — находятся из уравнения 
(13).

В рассматриваемой задаче величины Tв и Tн в общем 
случае не  остаются постоянными в  течение всего про-
цесса. Изменяются также и коэффициенты конвективной 
теплоотдачи αв и  αн, зависящие от  температур стенки 
и среды. В связи с этим граничные условия (3’) становят-
ся нестационарными, и  решение исходного уравнения 
(1’) не может быть выражено в виде (14) для всего рас-
сматриваемого отрезка времени.
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Для нахождения решения в  случае нестационарных 
граничных условий используется следующий подход:

 ♦ – весь рассматриваемый отрезок времени разби-
вается на  элементарные интервалы ∆t; считает-
ся что в  течение каждого интервала граничные 
условия (3’) остаются неизменными и определя-
ются значениями температур в момент времени, 
соответствующим началу данного интервала;

 ♦ – начальное условие для каждого интервала вре-
мени — распределение температуры по толщине 
стенки, получается в результате решения задачи 
для предыдущего интервала.

Решение уравнений (1’) для рассматриваемого ин-
тервала времени может быть в  таком случае представ-
лено в виде (14).

Начальное для данного интервала времени распре-
деление температуры можно записать следующим обра-
зом:
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где все величины с индексом «0» относятся к преды-
дущему интервалу времени ∆t0, и являются известными.

Подчиняя общее решение (15) начальному условию 
(21), получится следующее уравнение для определения 
коэффициентов cn:

 

 (22)

Вычисление величин А1, А2, μn, bn, входящих в (22), вы-
полняется по формулам (10), (13), (14), в которые входят 
текущие значения температур Tв, Tн и  коэффициентов 
теплоотдачи αв, αн.

Умножая обе части выражения (22) на 
( ) ( )[ ]rbrr mmm ⋅⋅+⋅⋅ µµ cossin  и  интегрируя в  преде-

лах от R до  1, учитывая условие ортогональности соб-
ственных функций, после некоторых преобразований, 
получается выражение для нахождения коэффициентов 
cn:
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Распределение температуры для рассматриваемого 
интервала времени ∆t можно записать в виде, аналогич-
ном (18):

 

 (27)

Алгоритм построения  
математической модели

Алгоритм решения задачи (1’) — (3’) в  соответствии 
с изложенной методикой заключается в следующем:

1. Задается начальное распределение температуры 
по стенке баллона в общем случае в виде:
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фициентов теплоотдачи αн и  αв градиент температуры 
по  толщине стенки баллона получается практически 
равным нулю. Таким образам, при математическом мо-
делировании температурного режима баллона высоко-
го давления в процессе выдачи газа, температура стенки 
баллона по толщине может считаться постоянной.

Заключение

1. 1. Проведен сравнительный анализ аналитических 
методов решения уравнения теплопроводности 
с нестационарными граничными условиями. При 
исследовании процесса теплообмена с квазиста-
ционарными граничными условиями метод раз-
деления переменных является наиболее удоб-
ным в реализации.

2. 2. Разработана методика математического модели-
рования теплопередачи через стенку баллона 

высокого давления при нестационарных гранич-
ных условиях. Алгоритм позволяет установить 
температурные режимы газа и баллона в процес-
се истечения газа из баллона.

3. 3. Исследовано влияние коэффициентов конвек-
тивного теплообмена баллона с  внутренней (αв) 
и наружной (αн) средой на температурный режим 
баллона при различных граничных условиях.

4. 4. Из  сравнения результатов математического мо-
делирования с  результатами экспериментов 
по наполнению и экспозиции баллона высокого 
давления определена величина коэффициента 
теплоотдачи αн.

5. 5. Показано, что в  диапазоне возможных значении 
коэффициентов αн и αв и  возможных перепадов 
температур между внутренней и  наружной сре-
дами градиент температуры по  толщине стенки 
баллона пренебрежимо мал.
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